Capitulo 3

Vetores Aleatorios

3.1 Introducao

Em geral, um mesmo fendmeno aleatério pode envolver vérias variaveis
de interesse. O estudo conjunto dessas varidveis & o objeto deste capitulo. As
idéias desenvolvidas no capitulo anterior sdo, agora, estendidas para o que
chamaremos de veror aleatdrio. De fato, muitos dos conceitos serdo apresentados
para duas varidveis, mas serdo, na sua maioria, vilidos para um nimero finito de
varidveis. Na Secio 3.2 a generalizacdo da idéia de varidvel aleatoria ¢
apresentada com a correspondente descri¢do de sua estrutura probabilistica. No
estudo do comportamento conjunto das varidveis, definimos o conceito de
independéncia. A independéncia tem um papel importante em probabilidade,
amostragem e em muitos métodos estatisticos. Na Secdo 3.3, fungdes de varidveis
aleatérias sdo discutidas. Ainda, nessa se¢do, descrevemos o método do Jacobiano
aplicado para transformacdo de vetores aleatorios.

3.2 Vetores Aleatorios

A realizacio de um fendmeno aleatério pode ensejar muitas perguntas de
interesse. Em termos gerais, quando uma coleta de dados é realizada, quase
sempre, ela envolve virias varidveis. Trabalhar conjuntamente com duas ou mais
varidveis €, assim, um caminho natural para responder muitas perguntas praticas.
Mesmo em fendmenos aleatérios relativamente simples podemos definir mais de
uma variavel de interesse. Nesta se¢d@o, formalizamos o tratamento probabilistico
de conjuntos de varidveis aleatérias. Para distinguir do caso unidimensional,
usaremos negrito quando tivermos mais de uma variavel.

Definicdo 3.1: Vetor Aleatorio

Seja (2, F,P) um espago de probabilidade. Definimos como veror
aleatério, varidvel aleatéria multidimensional ou varidvel aleatoria multivariada
a uma funcio X de  em R™ que seja F-mensurdvel. Em outras palavras, a
fungio representada por X(w) = (X;(w), Xo(w), ..., X, (w)) € tal que para todo
i=1,2, ...metodo I; C R, temos X '(I;) € F. O
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116 Capitulo 3: Vetores Aleatdrios

Na defini¢do de vetor aleatério, estd implicito que X, X5, ..., X,, sdo
varidveis aleatérias no mesmo espago de probabilidade (€2, F, P). Isto segue do
requisito de que a imagem inversa de cada um dos X;’s esteja em F, ou scja, para
todo I; C R o conjunto X !(I;) é um evento. Assim,

{w: Xi(w) < z1,..., Xpo(w) < 70} :ﬁl {w: X(w) < o},

também € um evento, pois ¢ a intersecgdo de elementos da o-dlgebra F.
Da mesma forma que no caso univariado, definimos uma fung¢io que
caracteriza, de modo tinico, o comportamento probabilistico do vetor aleatério.

Definicdo 3.2: Fungdo de Distribuicio Conjunta
A fungdo de distribuicdo conjunta de X é definida por
F(x) = F(z1,72,...,2m) = P(X, €21, X5 < 29, ..., Xom < Tm ),
para qualquer x = (2, 29,...,2,,) € R™, O

Exemplo 3.1: Uma mdquina automética faz furos em uma chapa de ago ¢ trabalha
diariamente até quebrar. Existem dois tipos de chapas com diferentes durezas.
Essas chapas alimentam o funcionamento da maquina de uma forma aleatdria.
Assim, ao quebrar, a méaquina poderia estar furando qualquer uma das chapas. No
momento de quebra da méquina, duas varidveis sio de interesse: X1 com os
valores 0 e 1, indicando o tipo da chapa em operagio e Xy o niimero de dias desde
a dltima quebra. Admitimos a seguinte fungio de distribuicdo conjunta para as
varidveis:

(0, 1 < 0Oouzs <0
(B
S vsmcrn
F(.Tl,l'z) = =0

Z(%)j+1a xy 2> 1,%2 2 01
\ =0

em que [z,] indica o maior inteiro menor ou igual a .

A partir dessa estrutura de probabilidade, poderfamos avaliar o efeito do
tipo de chapa no funcionamento da méquina, bem como estabelecer programas de
manuteng¢io preventiva. |

Exemplo 3.2: Considere uma central de reservas de uma companhia aérea ¢, para
uma chamada ao acaso, estamos interessados em duas quantidades alcatérias. A
varidvel X; é o tempo de espera, em minutos, para o cliente iniciar seu
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7

atendimento. A segunda varidvel de interesse é o tempo de atendimento em
minutos, representado por X,. Vamos supor que o cOmportamento conjunto
dessas varidveis se dd segundo a fungdo de distribuigdo conjunta apresentada a
seguir:

r 0, zy < 0ouzy <0
(-’Ely 152) - 1—e o — 6—2:1:2 + e—(zl+222)’ T > O,CUQ > 0.

A qualidade do servigo de reservas dessa companhia poderia, entdo, ser avaliado
levando em conta as probabilidades dos tempos de demora e atendimento. O

Na préxima proposigdo, apresentamos algumas propriedades da fungdo de
distribui¢@o conjunta.

Proposicdo 3.1: Propriedades da Funcao de distribui¢do Conjunta

Seja X um vetor aleatério em (€2, F,P) entdo, para qualquer x € R™,
F(x) satisfaz as seguintes propriedades:

(FC1) F(x) é ndo decrescente em cada uma de suas coordenadas;
(FC2) F(x) é continua & direita em cada uma de suas coordenadas;
(FC3) Se para algum j, z;~ —oo, entdo F'(x)—0 e, ainda, -
se para todo j, z;— 0o, entdo F'(x)—1;
(FC4) F(x) é tal que, para Va;,b; € R,a; < b;,1 <@ < m, temos
Pla; < X; <bj,a0 < Xy < by, .oy < Xy < b)) 20

Demonstracdo:

As propriedades sdo verificadas, observando-se o comportamento dos
respectivos eventos.
Para (FC1), considere um j qualquer fixado e a; < b;. Observe que o
m
conjunto () {w: Xi(w) < z;} N {w: X;(w) < a;} estd contido na scguinte
i=1
i#i
intersec¢io de conjuntos: ({w: X;(w) < z;} N {w: X;(w) < b;}. Logo, a
i=1
C g
aplicacdo de probabilidade nesses conjuntos, verifica a propriedade.
A demonstragéo de (FC2) é andloga ao caso univariado.
Para (FC3), seja z; tal que z;»—oc entdo {w: Xj(w) <z} |0 e,
portanto, F(x)-0. Se todos os x;; vdo para oo, entdo cada um dos eventos
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{w: Xj(w) < z;} cresce para Q. Assim, a interseccdo de todos eles cresce
também para €). Dessa forma, a propriedade (FC3) estd demonstrada.

A propriedade (FC4) € vélida pela defini¢io de probabilidade, desde que
estejamos calculando a probabilidade de um conjunto de F. Mas esse € o caso,
pois paracadai,i = 1,2, ---, m temos

{w:a; < X;(w) < b;} € Fe, portanto, ﬂ{w cay < Xi(w) < b} € F;

i=1
e, assim, a demonstragdo da proposi¢do estd completa. (|

Essas propriedades também podem servir como definigio. Isto é, qualquer
fungdo de R™ em [0, 1], satisfazendo (FC1)-(FC4), é funcio de distribuigcio
conjunta de algum vetor aleatério. A demonstragdo ndo serd feita e o leitor
interessado pode consultar Tucker [67].

A propriedade (FC4) parece tao 6bvia que poderiamos questionar a
necessidade de menciond-la. Cabe notar que, no caso unidimensional, nio foi
necessdrio incluirmos (FC4) para caracterizar a fungio de distribui¢do, mas no
caso multidimensional ela € essencial. Como veremos no exemplo abaixo, existem
fun¢des multivariadas que satisfazem todas as propriedades exceto (FC4), ndo
sendo, portanto, fun¢éo de distribui¢io de nenhum vetor aleatdrio.

Uma forma conveniente de apresentar a propriedade (FC4) é através da
sucessiva aplica¢do de operadores-diferenca. Sendo I; o intervalo (a;,bi], o
operador resulta na diferenga entre os valores da fungio quando somente a
coordenada ¢ € alterada de a; para b;. Denotando por A\, 1. temos, por exemplo,

A2.IQF<X) = F(l‘l)bZ:"';xm) _F(xlaaz""axm)'

Assim, a propriedade (FC4) pode ser escrita como Ay g,... Ay, 1 F(x) > 0.
Exemplo 3.3: (James [81])
Considere a seguinte fungdo (ver regido S em figura a seguir):

Glay) = L, emS={(z,y):2>0y>0cax+y>1}
Y= 0, caso contrdrio.

A regido S € apresentada em figura a seguir
As propriedades (FC1)-(FC3) sdo verificadas sem dificuldade. Por exemplo, para
(FC3), tomando um ponto (xz,y) € S, observamos que a continuidade a direita ge
verifica nas duas coordenadas, pois a fronteira faz parte de S. Também, para
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pontos (z,y) ¢ S, a continuidade a direita é verificada, uma vez que G tem
sempre o valor 0 nessa regido.

0.0)

Figura 3.1: Regido S para a funcdo G(x,y).

A funcdo G nido satisfaz (FC4) e, portanto, ndo pode ser fungdo de
distribui¢do conjunta. Observe que

PO<X<1,0<Y <1)=G(1,1) - G(1,0) — G(0,1) + G(0,0) = —1,
que contradiz (FC4). O

No célculo de probabilidades com vetores aleatérios, levamos em conta a
classifica¢do de cada uma das varidveis envolvidas. As defini¢des, apresentadas a
seguir, auxiliam os cdlculos nos varios casos de interesse. Inicialmente, obtemos a
distribui¢do de cada varidvel isoladamente, dada a fungio de distribuicdo conjunta
do vetor aleatério. Note que, exceto em situagdes especiais, ndo se pode obter a
conjunta do vetor partindo das funcdes de distribuicido de cada componente.

Definicao 3.3: Fungdo de Distribui¢cao Marginal
Seja F(x) a fungdo de distribui¢do de (X;, Xo,...,X,,). Para cada k,

k=1,2,---,m, definimos a funcdo de distribuicdo marginal de X por:
FX;.(xk) = lim F(X) s
I;—0C
Vi#k

em que o limite é aplicado em todas as coordenadas, exceto k. U
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Definigdo 3.4: Vetor Discreto, Probabilidade Conjunta e Marginal

Se as varidveis do vetor aleatdrio sdo discretas, temos um vetor aleatério
discreto. Sua fungdo de probabilidade conjunta é definida da seguinte forma:

p(X) = p(.’lfl,l'g,"',l'm) - P(Xl = :Ul’XQ = To,... me - l'm)

A fungdo de probabilidade marginal de X, k = 1, 2, ---,m € dada por:

px, () = P(Xp = xg) = Zp ZP Xi=21,...., Xm = Tm);

Vl;ek V1¢k

ou seja, a marginal vem da soma em todas as coordenadas, exceto k. O

Note que a idéia da marginal se aplica para mais de uma varidvel. Se
desejamos a fungdo de probabilidade conjunta (marginal) de algumas das m
varidveis, somamos em todas as coordenadas, exceto as das varidveis de interesge.

Proposig¢do 3.2: Propriedades da Fungao de Probabilidade Conjunta

Seja X um vetor aleatério discreto em (€2, F,P). Entdo sua fun¢do de
probabilidade conjunta (fpc) satisfaz as propriedades:

(fpcl) p(x) > 0,¥x € R™;

(fpc2) Y p(x) =

Demonstragdo:
As provas sdo andlogas ao caso univariado e serdo omitidas. (]

A fungdo de probabilidade e a fungio de distribuicdo podem ser obtidas,
uma a partir da outra, de forma similar ao que é feito no caso unidimensional.

No caso especial de duas varidveis discretas, ¢ conveniente a
representagdo da fungdo de probabilidade através da rabela de dupla entrada:

X1\X2 b b P(Xl ::151)
ay play, b1) p(al, bs) Pxi (al)
ar pla,, br) e pla,,b,) px,(a,)

P(Xo =z9) | px,(b1) Px, (bs) 1
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Nessa tabela, o corpo representa a distribui¢do conjunta e as dltimas linha e
coluna fornecem as distribuicdes marginais. Na tabela apresentada X; assume 0s
valores a1, as,+,a, e X, os valores by, by, -+, bs. Observe que as distribui¢Oes
marginais das duas varidveis sdo obtidas através da soma de linhas e colunas
correspondentes.

Exemplo 3.4: Duas moedas equilibradas sdo langadas de forma independente ¢
definimos as varidveis aleatérias X ¢ Y da seguinte forma:

X : nimero de caras nos dois langamentos;
Y : fungdo indicadora de faces iguais nos dois langamentos.

O espago de probabilidade (2, F,P) pode ser construido como usual.
Consideramos (2 todos os 4 pares de resultados possives e F a o-dlgebra das
partes de §). A funcdo de probabilidade P atribui igual probabilidade aos
elementos de (2.

Para calcular as probabilidades conjuntas sempre nos reportamos aos
pontos de €2, pois as varidveis aleatérias sdo fungdes das ocorréncias do espago
amostral. Representando por C' ¢ K, os eventos cara e coroa, respectivamente,
temos:

Eventos | prob. | X | Y
c,ey | 1/4 1211
(C,K) | 14|10
(K,C) | 1/4 [ 1]0

011

(K,K) | 1/4

Coletando os valores comuns dos pares (X, Y"), obtemos a probabilidade conjunta
apresentada, a seguir, na forma de uma tabela de dupla entrada.

X\Y 0] 1 [P(X=x)
0 0 |1/4 1/4
1 1721 0 1/2
2 0 |1/4 1/4
PlY =y) | 1/2] 1/2 1

Para calcular a fungdo de distribui¢do conjunta de X e Y é necessério separar em
varios casos, percorrendo intervalos de valores em cada varidvel. O grafico a
seguir apresenta as vdrias regides, correspondentes aos diversos casos. As
fronteiras de cada regido ndo foram assinaladas, para evitar congestionar o
gréfico.
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0.0)

Figura 3.2: Parti¢cdo dos valores de (X,Y).

Dessa forma, a fungdo de distribui¢do conjunta pode ser expressa da
seguinte forma:

(0, em.S; = {(z,y) : < 0 ou y < 0};

0, emS; = {(z,y):0<2<1,0<y < 1};
1/4, emS;={(z,y):0< 2 <1,y >1};
Fxy(z,y)=<1/2, emS;={(z,y):1<2<20<y<1};
3/4, emS;={(r,y):1<zr<2,y>1};
1/2, emSs={(z,y):x>20<y<1}
L1, em Sy = {(z,y) x> 2,y > 1}.

?

Observe que podemos resumir a apresentagdo da fungdo se agregarmos os valores
comuns. Entretanto, optamos por essa forma inicial de apresentaciio para
evidenciar o cuidado que € preciso ter no estabelecimento das regides
convenientes para o cdlculo de Fix y. Fica a cargo do leitor reescrever a fungio
numa forma mais resumida e também verificar que estdo satisfeitas as

propriedades de funcdo de distribuicao. O

Exemplo 3.5: A tabela abaixo apresenta valores de probabilidade conjunta de
duas varidveis X ¢ Y em fungdo de constantes reais a € b. Vamos determinar
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condi¢des para seus valores, de modo que as propriedades da fungdo de
probabilidade conjunta estejam satisfeitas.

X\Y 0 1 9 3

1 1

0 a a+b—: b 5
1 3 2a+b-1)| 1-a 1-b

A primeira condi¢io requer que as probabilidades conjuntas sejam nio negativas.
Assim, temos que atender simultaneamente as desigualdades:

1 1 1
> 0; b—-2>2060>20--a2>20;,--b62>0.
a>U5a+ 5= = a > 5 >
Logo ficamos restritoséRlz{(a,b) 0<a<i,0<b<i,a+b> %}
Impondo que a soma de todas as probabilidades conjuntas seja igual a 1, vem

1 1
a+(a+b—g)+b+--~+(g—b):1.

Dai, resulta em Ry = {(a, b):a+b= %} Os valores de a e b precisam estar
na intersec¢ao dos conjuntos Rie Ry. Assim,
1 1 1 1 4
R=RinN »={ B):—<a<z,—<b<=:, b:—}.
Binfy=q@b):psesg psbsgath=q

Tomando as constantes no conjunto R, garantimos que a tabela acima representa
uma fungio de probabilidade conjunta de duas varidveis. g

Definicao 3.5: Vetor Continuo, Densidade Conjunta e Marginal

Denominamos vetor aleatério continwo o vetor aleatério cujas
componentes sdo varidveis aleatérias continuas. Em outras palavras, um vetor

aleatério é continuo se, dada a func¢do de distribuicdo F', existe uma fungdo
- f : R™ — R*, denominada fun¢do densidade conjunta (fdc), tal que

Foo = [ [ i ayd -y,



124 Capitulo 3: Vetores Aleatorios

A fungdo densidade marginal é dada pela expressio:

fx, (zp) = / [ f(x)dzydxy - dz,y.
N T (i # k)
(i # &)

O

Note que a fungdo densidade f(x) € obtida a partir de F por sucessivas
derivadas parciais, generalizando, assim, o caso univariado. Se desejamos a
marginal conjunta de [ varidveis, procedemos de modo similar ao caso discreto,
integrando todas as varidveis exceto as de interesse.

Proposicdo 3.3: Propriedades da Funcdo Densidade Conjunta

Seja X um vetor aleatério continuo em (2, F,P). Entdo sua funcdo
densidade conjunta (fdc) satisfaz as propriedades:

(fdel) f(x) > 0,vx € R™;
(fdc2)/ / f(x)dxy dxy - -dx,, = 1.
Demonstracdo:

As provas serdo omitidas, mas s3o similares ao caso univariado. O

Exemplo 3.6: A fungio de distribui¢do conjunta de X e Y ¢ dada por:

0, ser <(Oouy < 0;
Fxy(z,y)=¢ s (1—e7¥), se0<z<by>0;
1—e¥, sex > 5,y > 0.

Vamos verificar as propriedades da fungdo de distribui¢do na regiao
0 <z <5ey > 0. Nas demais regides, as provas sdo similares.
Para provar (FC1) escolha z; < z9 em [0, 5) e fixe y > 0. Entdo,

T K
—+ (

Fxy(zi,y) = 5 (1-e¥)< 3 l—e¥) = Fxy(2z,y).

Considere, agora, y; < ysem [0, c0) mantendo z fixo (v € [0,5)). Temos,

xr

T _
Fxy(z,y) = £ (1-e) <= (1—e™¥) = Fxy(z,y),

ot
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uma vez que e ¥ > e *. Logo, Fxy é ndo decrescente em cada uma das
coordenadas e (FC1) est4 satisfeita nessa regido (complete para as outras!).

As propriedades (FC2) e (FC3) sdo verificadas sem dificuldade.

Para (FC4) devemos provar que Fx y(z,y) é tal que, para Va;,b; € R,
a; < b; eintervalo I; = (a;,b;], 1 < i < 2, temos

Plai < X <b,ay <Y <by) = Ay Do Fxy(z,y) >0

Podemos escrever essa condigio (ver exercicio), da seguinte forma:
Fxy(b1,b2) + Fxy(a1,a2) — Fxy(a1,bs) — Fxy(b1,a0) > 0.
Considere que [;, 7 = 1,2 estdo naregido 0 < z < 5ey > 0. Temos

b a
et Pa-e) - Ba—et) - Ba e,
que, ap6s simplificacdo, torna-se (—bl%‘)(e‘“‘l — e~%). Essa é uma quantidade ndo
negativa, pois a; < by. Para as outras escolhas de regio para os intervalos I, 's, a
verificagdo de (FC4) é anéloga.

Assim, valem as propriedades de fungo de distribui¢io conjunta.

Para obter as fungdes de distribui¢do marginais, passamos ao limite,
lembrando que F'x y(z,y) énulase z < Oouy < 0:

lim £(1—e¥)=12/5 se0<z<b5;

Y ) y—=oo
FX(-T) —ylLIIOICFX,Y(fl'yy) - lim (1 _ e—y) — 1, sex > 5.
y—00

Fy(y) =lim Fx y(z,y) =lim (1 —e¥)=1—¢7% y > 0.

As fungOes densidades podem ser obtidas, a partir da derivagdo das

respectivas fungdes de distribui¢io.
2 1

9 fev, se0<x<5y>0;
_ F ={5% i
fxy(z,y) dx By xy(x,y) { 0, caso contrério.

0 1, se0 <z <5,
= —F = il - -7
Ix(z) Ox x(@) { 0, caso contrdrio.

friy) = (%Fy(y) = {e_y’ sey 2 0,

0, caso contrario.

Note que as densidades de X e Y correspondem aos modelos U, (0, 5) e Exp(1),
respectivamente. Elas poderiam, também, ser obtidas através das marginais da
densidade conjunta. O
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Exemplo 3.7: (Dudewicz e Mishra [88])

Vamos obter o valor de k, de modo que a fungdo abaixo seja a densidade
conjunta de trés varidveis aleatérias continuas X,Y e Z.

) kay?z seOSxSl,OSySl,OSzgﬁ;
fay) =1k !
caso contrdrio.

A fungdo serd positiva, se k for positivo. Para valer a segunda propriedade da
funcdo densidade conjunta, impomos que a integral tripla de menos a mais

infinito seja 1. Isto é
oC o o
[ [ [ revodzaya: =1
Temos

V2ot Vel vz k
/ // kasyzzdwdydz=/ /kyQZ—dydz:/ kz= dz= —.
o Jo Jo o Jo 2 0 6 6

Segue entdo que k = 6.
A marginal de X pode ser obtida, integrando-se em y e z para todos os
valores possiveis. Temos, para0 < z < 1,

o0 o0 \/5 1 .
fx(z) = / / flz,y,2)dydz = / / 62y’ 2 dydz = 2.
—ocd —00 0 0

Pela conjunta, sabemos que X tem valores apenas em [0, 1] e, portanto,
fx(@) =22 Ijg 5y ().
Logo, X ~ Beta(2, 1). As outras marginais sio calculadas de modo similar. [

Se as varidveis ndo sio do mesmo tipo, ainda é possivel a obtengdo da
fung¢do de distribuigdo conjunta. Nesses casos ndo existe nomenclatura padrdo.
Para a situagdo em que temos mistura da densidade com a funcdo de
probabilidade, usaremos a notagio das varidveis continuas, indicando por f essas
fungdes. As propriedades sdo equivalentes aos casos sem mistura.

Exemplo 3.8: Funcdo Mista (DeGroot e Schervich [02])

Considere duas varidveis aleatérias X e Y, sendo X discreta ¢ ¥V
continua. NGs podemos usar a fungdo mista de probabilidade conjunta para
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caracterizar 0 comportamento probabilistico conjunto dessas varidveis. Para
calcular a probabilidade de (X,Y) pertencer a uma certa regido do plano wy,
somamos os valores para a varidvel X e integramos para os de Y.
Vamos supor que a fun¢do mista de probabilidade conjunta de X e Y €
dada por:
Fla,y) = { %7 sex =1,2,3e0<y<1;
0, caso contrario.
Para verificar se essa fungdo poderd gerar probabilidades, observamos que é
positiva e vamos mostrar que ao percorrer todos os valores possiveis para X e Y,
via soma ou integral conforme o caso, obtemos o valor 1. Existindo o resultado

dessa dupla operagdo, podemos fazé-la em qualquer ordem. Entretanto, ¢ mais
facil fazer a integral primeiro. Temos

f(z,y)dy = / dy=) =1
=170 z=170 3 1:13

logo f(x,y) pode ser considerada uma probabilidade. Por exemplo,

3

P(X >2,Y >1/2) = i/l ““"ygl dy=Y (1;(31&) = 13/24.
r=2v1/2 r=2

Para obter a funcio mista de distribui¢do conjunta, teremos que separar
varias regides de valores do par (z,y). Apés algum trabalho, obtemos:

,

0, sex < louy <0

£ sel<r<2,0<y<l,

y+y27 < < .
3 se2<x<3,0<y<;

Flr,y) = B2, ser >3,0<y <1
3 sel<z<2y>1;
§> se2<zr<3y=>l;
1, sex > 3,yu> 1.

O

Ao tratar com vdrias varidveis é comum haver interesse em obter o
comportamento condicional de uma delas em fungdo de outras. Os valores das
varidveis induzem eventos e, portanto, ao condicionar na ocorréncia de certos
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valores de uma varidvel, estamos, de fato, condicionando em eventos. Dessa
forma, a defini¢do de probabilidade condicional pode também ser aplicada para o
condicionamento entre varidveis aleatdrias.

Observe que, na definigio de uma varidvel aleatéria X em (§, F, P),
requeremos que o conjunto {w : X(w) < z} estivesse em F, para todo z real.
Assim, a ocorréncia de valores de uma varidvel pode ser descrita de duas formas:
pelo proprio conjunto de valores assumidos, isto &, por um elemento de B(R) (o-
algebra de Borel em R) ou por um evento da o-dlgebra F que foi induzido por
esse boreliano através da varidvel aleatéria. Num estudo mais formal do
condicionamento em varidveis aleatdrias, essas duas formas podem ser usadas
alternativamente conforme a conveniéncia da situagio.

Vamos restringir nossa apresentagio ao caso bivariado, mas as idéias
podem ser estendidas para o caso multivariado.

Definicao 3.6: Distribuicao Condicional

Sejam X eY duas varidveis em (€, F,P) ¢ By, B, € B(R) com
P(Y € By) > 0. Definimos a distribuicdo condicional de X dado Y B, pela
expressao
P([X € B|]N[Y € By))

P(X € B)|Y € B,) = PV € By :

Se P(Y € By) = 0, definimos P(X € B,|Y € B,) = P(X € B)). O

Apresentamos, a seguir, algumas férmulas dteis para o cdlculo com
probabilidades condicionais. Iniciamos com o condicionamento em uma varidvel
discreta.

Seja Y uma varidvel discreta e y € R tal que P(Y = y) > 0. Sendo X
uma varidvel qualquer e B € B(R), temos

P(X e B]N[Y =y])

P(XeB|Y =y)= PY = 1) ’

que, com alguma manipulagio, resulta na expressio:

P(X € B) =S P(Y =y)P(X € B|Y =y).

Essa € uma versdo, para varidveis aleatérias, da Lei da Probabilidade Total.
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Tomando B = (—o0, 2], € R, podemos obter a fungdo de distribuig¢do
condicional de X, dado Y = y:

PX <zIN[Y =y])
P(Y =vy)

Fyy(z|Y =y) =

Como conseqiiéncia, temos;

Fx(z) =Y P(Y =y)Fxy(z|Y = y).

¥

Em algumas situagdes, € util escrever a func¢do de distribui¢io conjunta a partir da
condicional:

FX.Y(.’E y Z P FX\Y(:L'| Y = k‘)
kk<y

Essa expressdo € similar a regra do produto de probabilidades, aplicada aqui para
varidveis aleatérias e fungdo de distribuigdo.

Se X também for discreta, a probabilidade condicional pode ser reescrita
na notagdo de fungdo de probabilidade da seguinte forma:

pxy(z,y)

PX|Y(36| y) = oy (y)

As outras férmulas se adaptam convenientemente.

Vamos considerar, agora, o condicionamento em varidveis continuas.
Sendo Y continua, é freqiente um abuso de notagdo indicando um
condicionamento em eventos do tipo [Y = y| que tem probabilidade zero. Nesse
caso, a probabilidade condicional deve ser entendida como o limite de
probabilidades condicionadas em [y — € <Y <y + ¢] quando e=0. Isto €, para

X uma varidvel qualquer e B € B(R),
P(XeB|Y =y)=lmP(X € Bly—e<Y sy+e)
. €—

Se X eY sdo ambas varidveis continuas, podemos usar a interpretagao
acima para definir a densidade condicional de X dado'Y:

Fx(aly) = & Yf‘;(f)y)
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cuja expressdo nada mais € do que a conjunta dividida pela marginal. A fungédo de

distribuigdo condicional ¢é definida de modo similar. Observe que o
relacionamento entre fun¢do densidade e funcio de distribuicao também se
preserva com o condicionamento. Isto é,

x
FavGaly) = [ fav(ely) dz
—Q
Como conseqiiéncia, as seguintes férmulas sdo também vilidas:
y
Fxy(z,y) = / fy (2) Fxy (z]2) d2;
—oC

Fx(z) = /_OOYfY(y) Fxiy(zly) dy.

Ressaltamos que, de um modo mais geral, a funcio de distribui¢ao
condicional pode ser caracterizada como a solugdo das seguintes equagdes (ja
apresentadas):

Fxy(z,y) =Y P(Y = k)Fxy (2| Y = k), s¢ Y & discreta;
kk<y

y
Fxy(z,y) = / fr(z) Fxjy(z|z) dz, se Y € continua.
—oC

Assim, conhecendo-se a conjunta ¢ a marginal, a funcdo de distribuicao
condicional serd aquela que satisfaz a conveniente equagdo, dentre as duas acima,

Exemplo 3.9: (Continuag¢do do Exemplo 3.8)

No Exemplo 3.8, a varidvel X é discreta, Y é continua e sua func¢do mista
de probabilidade conjunta é a seguinte:

flag) =1 25 ser=123e0<y<1;
’ 0, caso contrario.

Vamos obter algumas probabilidades condicionais calculando suas expressoes,
apenas, nos intervalos em que nio se anulam. Temos
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fyl X=2)= P{)(?’j)g) = 21?”//33 =2y, 0<y<1;
ey =1/2) = L& 1/2) _ sl=(1/2"' 4 w2y = 1,2,3:

A(1/2) 1112 11
os célculos das marginais foram omitidos, mas podem ser feitos sem dificuldade.
Para as fungdes de distribui¢do condicionais teriamos:
y v
Para0 <y < 1: Fyx(y| X = 2) = / fz| X =2)dz = / 22dz = 1,
—0c —0C
e, portanto,
0, sey<0
Fyx(yl X =2)=< 1% se0<y<l;
1, sey> 1.

Por outro lado, para Fxy(z|Y = 1/2), = € R temos

min(3,[x))
Fxy(z|Y =1/2) = Z fxyy (kY =1/2);
k=1
que resulta em
0, sex<l
4, gel< <2
F Y =1/2) =< 1} - '
Y =12 =8 0T
1, sex > 3.
Outras quantidades podem ser obtidas de modo similar. O

Exemplo 3.10: As varidveis X e Y tém densidade dada por
flzy)=(r+y),0<z<1,0<y<1L

Vamos obter a densidade condicional fxy. Inicialmente, calculamos a marginal

~ deY. Temos

1
1
fy(y)z/ (z+y)de=y+50<sy<l
0
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Entao, para qualquer y fixado, com 0 < y < 1:

2
fxpy (zly) = fey)  xty _2Azty) jpara 0 < z < 1.

frly)  y+1/2 7 2y+1
Fora desse intervalo, fxy (z|y) € zero.
A funglo de distribui¢io condicional pode ser obtida a partir da
integra¢do da densidade condicional. Assim, para qualquer y fixado com
0<y<le0<z<1, vem:

T 2(z+vy) r(2y + 1)
Fovaly) = [ G qp - ZHED),

e, portanto,
0, se x < 0;
F _ z(2y+z) 0< 1:
xiy(@ly) = § S50 se0<z <l
1, sex > 1.

A fungio de distribui¢do conjunta pode ser obtida a partir da condicional,
da seguinte forma:

0, sex <Oouy < O0;
y 5@ty +zy?), se0<z<1,0<y<1l;
Fxy(z,y) = / fy(Z)FX!y(:E|Z) dz = %(m +z%), se0<ze<ly>1;
o s+, sex > 1,0<y<1;
1, sex>1,y> 1.

Deixamos ao leitor a tarefa de verificar se essa expressdo estd correta, 0 que pode
ser feito calculando seu valor diretamente pela densidade conjunta. O

Um dos conceitos mais importantes em Probabilidade ¢ Estatistica € o da
independéncia entre varidveis. Muitas das técnicas estatisticas s6 podem ser
aplicadas em amostras cujos elementos foram supostamente coletados de forma
independente. Nesses casos, as varidveis observadas em uma unidade amostral
sdo independentes daquelas de uma outra unidade. De fato, a independéncia é um
_ requisito importante que permite resolver, com rigor matemdtico e sem
- aproximagdes, muitos problemas de interesse pritico. Como em muitas situagoes,
a independéncia ndo pode ser assumida, sua imposi¢io serve como uma
aproximagdo da realidade e origina, nesses casos, uma solugdo também
aproximada.
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Defini¢do 3.7: Independéncia entre Varidveis

Duas varidveis aleatérias, X eY em (2, F,P), sdo independentes se a
informagdo sobre uma delas ndo altera a probabilidade de ocorréncia da outra.
Isto é, para qualquer By, B; € B(R),

P(X € Bi|Y € By) = P(X € By).
Uma defini¢fo alternativa e equivalente é:
X, Y independentes se, € somente se,
VB, B, € B(R),P(X€ B,,Ye€ By) =P(Xe B)P(Ye€ By).
O

Note que ndo basta valer a igualdade para algumas escolhas dos
borelianos B; e B, na o-dlgebra B(R). E necessdrio valer para todas.

A definigdo alternativa ¢ muito 1til e freqiientemente mais pratica de ser
usada. Em termos da fungdo de distribui¢do, a defini¢do alternativa pode ser
escrita como:

X,Y independentes < Fy y(x,y) = Fx(z) Fy(y),¥(z,y) € R%

Para as discretas, podemos escrever uma defini¢do equivalente com o uso de
funcdes de probabilidade:

X,Y independentes < pyy(z,y) = px(x) py(v),¥(z,y) € R%
Para as continuas, a condi¢@o de independéncia usa as densidades:
X,Y independentes < fxy(z,y) = fx(z) fr(y),¥(z,y) € R?,

em que ressaltamos que esta ultima igualdade deve valer exceto, eventualmente,
em conjuntos com probabilidade zero.

Em geral, dizemos que as varidveis Xj, Xy, - -, X,, definidas em um
mesmo espago de probabilidade (9,F,P) sdo independentes, se
VB; € B(R),i = 1,2, -, n, tivermos: '

P(X, € By,---, X, € B,) = || P(X; € B).
=1
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Segue dessa expressdo que qualquer sub-familia dessas varidveis também &
formada por varidveis independentes. A verificagio é s1mples bastando tomar os
convenientes B;’s = R,

Exemplo 3.11: Com base em resultados do Posto de Saiide do bairro, estabeleceu-
se a fungdo de probabilidade conjunta entre os nimeros didrios de criangas
atendidas com alergia (X) e com pneumonia (Y’). Na tabela abaixo, apresentamos
a conjunta e as marginais para essas variaveis.

X\Y 0 1 2 [P(X=1)
0 1/16 | 1/16 | 1/8 1/4
1 1/8 | 1/8 | 0 1/4
2 1/16 | 1/8 | 1/8 5/16
3 0 | 1/8 |1/16| 3/16

PY =y) | 1/4 | 7/16 | 5/16 1

Se as varidveis fossem independentes, o produto das marginais daria a fungao de
probabilidade conjunta. Entretanto, isso ndo ocorre pois

P(X=1Y=2)=0#P(X =1) x P(Y = 2) = 5/64.

Pela defini¢do de independéncia, basta haver um par em que isto ndo aconteca
para quebrar a propriedade de independéncia. Portanto, os ndmeros didrios de
criangas atendidas com alergia e com pneumonia sio variaveis dependentes.

Condicionado a ocorréncia ou ndo de casos de pneumonia, como se
comporta o numero de criangas alérgicas? Pela dependéncia, esperamos
comportamentos  diferentes. Vamos calcular a fungdo de probabilidade
condicional de X dado o evento [Y > 0] e comparar seu resultado com o
condicionamento em [Y = 0]. Temos

P(X =0,Y >0)
P(Y >0)
P(X=0,Y =1)4+P(X =0,Y = 2)
PY=1)+P(Y =2)

P(X =0]Y > 0) =

=1/4;
enquanto

P(X=0,Y=0) 1/16
PYy=0)  1/4

P(X =0]Y =0) = = 1/4.
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Assim, a probabilidade de ndo haver casos de criangas alérgicas (X = 0), ndo
sofre influéncia da ocorréncia ou ndo de casos de pneumonia. Entretanto, para
outros valores de X a situacdo € diferente, conforme apresentamos na tabela
abaixo:

z |PX=z|]Y >0)| P(X=2|Y =0)|
0 1/4 1/4
1 1/6 1/2
2 1/3 1/4
3 1/4 0

Observe que as probabilidades condicionais somente sio iguais para [X = 0].
Para os outros valores, a probabilidade condicional de X € crescente ou
decrescente, se condicionada ao evento [Y > 0] ou [Y = 0], respectivamente.
Dessa forma, enfatizamos que as varidveis sao dependentes. O

Exemplo 3.12: A fun¢@do densidade conjunta de X e Y é dada por:

1
fxy(z,y) = — Ioz (@) (0.2)(y)-
As marginais sdo calculadas através de integragio:

/—dy— O0<ze <2y

/—dac— (log2 —logy), 0 <y < 2.

E imediato verificar que fy(z) satisfaz as propriedades de uma densidade.
Observe que para calcular a densidade de Y, os limites de integracdo obedeceram
a condi¢do de que os valores da varidvel X precisam ser sempre superiores ao de
Y. A expressdo obtida é efetivamente uma densidade, pois é n3o negativa (a
funcao logaritmica € crescente) e também

2 21 1 2
|| vy = [ Ft0p2 ~togy)dy = [Fwiox2 ~ yliogy - 1)] = 1.
)

As densidades condicionais sdo calculadas pelo quociente entre a conjunta ¢ a
marginal. Vamos indicar apenas os valores ndo nulos, temos:
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_ fX,Y(x7y) _ 1
fxiy(zly) = friy) z(log2 — logy)
fxy(z,y)

1
)= —F—F—=-,0<y <z zfixado, x € (0.2).

E importante ressaltar que, no célculo de densidades condicionais, a expresssao
resultante € sempre fungdo do valor usado no condicionamento. Dessa forma,
fx|y(z|y) depende de y. Se estamos integrando essa fungdo em , o valor y pode
ser considerado constante. Por exemplo, paray € (0,2) vem

¥ < T < 2,y fixado, y € (0,2);

) sel <y <2

1
PX <1y =y) =/ fxiy(zly)de = ¢ o1 .
o fymd% se0 <y <1

Entdo,
P(X <1y ) 0, sel <y<?2;

< — =
| y l—og%;%%, se0<y<l.

Temos também que, para z € (0, 2), temos

max(1/2,z)
P(Y<1/2|X =z) :/0 frix(ylz) dy

o rdy, se0<z<1/2;
fol/zﬁdy, se % <z <2

1, sel0<zx<1/2

ﬁ, se % <zr<2.
Outras probabilidades podem ser calculadas de modo similar. Deixamos ao leitor
a tarefa de verificar que fx|y(z|y)e fy|x (y|x) satisfazem as propriedades de uma
densidade.

Finalmente, observamos que as varidveis ndo sdo independentes, pois a

densidade conjunta no é o produto das marginais. Ou seja, temos

1
fxy(z,y)= 5 Lo () 0,41 (y),
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enquanto que
1
fx(z)fy(y) = E(loﬁ —logy ) o.2(x) L029(y);

e elas ndo sdo iguais para quase todo (x,y) € R?. Em outras palavras, existe um
conjunto, com probabilidade positiva, em que a condi¢ido de independéncia nao se
verifica. [

Encerramos essa secdo com a apresentacio de dois modelos
multivariados. O modelo apresentado a seguir generaliza a distribui¢do Binomial
ao tratar com experimentos que tém mais de duas alternativas de resultado.

Definicdo 3.8: Modelo Multinomial
Considere um experimento com 7 possiveis resultados, cada um com

m

probabilidade p; > 0,7 =1,2,---,m e > p; = 1. Esse experimento é repetido n
=1

vezes de forma independente e observamos as varidveis X, X, ---, X, que

correspondem ao nimero de ocorréncias de cada um dos possiveis resultados

dessas repeticdes. O vetor aleatério X = (X, Xy,...,X,,) segue o modelo

Multinomial com fun¢do de probabilidade conjunta dada por:

n! .
ki, ko, k) = —————— piipi. L ph,
px (K1, k2 ) kﬂkz!---km!pl by ...Dpy
m m
comy pi=1led ki=nk €N 0<k; <n. O
i=1 i=1 ,

Exemplo 3.13: Para 10 lancamentos independentes de um dado equilibrado seja
X; o ndmero de ocorréncias da face i, i=1,2,...,6. O vetor aleatério
X = (X1, X>,...,X6) segue o modelo Multinomial com pardmetros p; = 1/6,
1=1,2,---,6. Assim,

10!
’ 1310 com ky 4 dey + ... + kg = 10.

px(kr, ko, - kg) = g 1

O

Um dos modelos multivariados continuos mais importante é aquele que
generaliza a distribuicio Normal. Vamos apresentar o caso bi-variado ¢
recomendamos a consulta as referéncias para o modelo geral.
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Defini¢do 3.9: Modelo Normal Bivariado

Dizemos que o vetor aleatério X = (X, X;) segue o modelo Normal
Bivariado se sua fungio densidade é dada por

1

* x, (T, T0) =
Txixa(21, 22) 27r0102ﬂ

2 2
! Ty g AN w1 -np \ (w212
e () + () -2 (25) (%)

com (z1,z2) € R? e os parametros i, tip, 01,02 € p satisfazem as seguintes
condigdes: y; e up estioem R, o > 0,0, > 0e —1 < p < 1. O0

2

A interpretacdo dos parametros do modelo Normal Bivariado depende de
conceitos apresentados no Capitulo 5. Entretanto, adiantamos que y; ¢ po 50 as
médias ¢ o1 e 0y sdo os desvios-padrio de X; e Xy, respectivamente. O
pardmetro p € o coeficiente de correlacdo entre as varidveis. Usualmente, os
parametros /i1 € o sdo denominados pardmetros de localizagdo, enquanto que o
e o9 sdo parametros de escala.

Exemplo 3.14: O vetor (X,Y) segue o modelo Normal Bivariado com
pardmetros py = puy = l,ox =0y =1 e p=1/2. Entdo sua densidade
conjunta é dada por:

1 .
fxv(z,y) = e 3@ m) (g y) € R%

™

>

Para a marginal de X temos

00 *< 1 CHP 4 o)
fx(z) =/ fX_y(:L‘,y)dy:/ e 3@V = ) gy

oo T 3
(y- §1°
e T [ 1 =y
(VD) dy,
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em que, na ultima passagem, ajeitamos o integrando para obter a densidade

correspondente a uma Normal com p = z/2 ¢ 0 = 4/ 2. Logo, concluimos que
4

[S)

X

fX(CL')= \/?’”

que corresponde 2 densidade da N(0, 1). De modo andlogo, terfamos Y ~ N(0, 1).
As varidveis ndo sdo independentes pois verificamos, facilmente, que o
produto das marginais ndo resulta na densidade conjunta. O

r—o0 < x L 00

Exercicios da Secao 3.2:

1. Sejam X e Y varidveis aleatérias em (€2, F,P) com fungio de distribuigao
conjunta dada por Fyy. Mostre que P(a; < X <b,a2 <Y < by), com
a1, by, a2 e by € R, pode ser escrita como:

Fxy(b1,b2) + Fxy(a1,as) — Fxy(ai,ba) — Fx y(b1,a2).
2. Mostre que H ndo é fungdo de distribui¢do conjunta.
> 2 2 <.
H(z,y) = {1, se max(:c,‘y.) >0 ouz®+y* <1
0, caso contrdrio.
3. A densidade conjunta de X e Y ¢ dada por:

. .
fxy(z,y) = 5 Iy(z,y) com A= {(z,y) e R -1 <z <1,0<y <1}

a. Calcule as marginais e verifique se X e Y sdo independentes.
b. Obtenha a densidade condicional de Y dado que X > 0.
¢. Determine a fungéo de distribui¢do conjunta entre X e Y.

4. Sejam X e Y com densidade conjunta:
1
Fxy(x,y) = — La(z,y) com A = {(z,y) € R;2” +” < 1},

a. Calcule as marginais e verifique se X e Y sl0 independentes.
b. Determine a densidade condicional de X dado que Y = 1/2.
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5. A densidade conjunta de X e Y € dada por:

»ose2<x<0,0<y<1;
o se0<x <1, -2<y <0
,  caso contrdrio.

fxy(z,y) =

O it i [

a. Calcule as marginais e verifique se X e Y sdo independentes.
b. Determine a fung@o de distribui¢do conjunta entre X e Y.
¢. Obtenha a fun¢@o de distribui¢do condicional de Y dado X = z.

6. Seja Y ~ Poisson(A) e X|(Y =n) ~ B(n,p).
a. Calcule a fungdo de probabilidade de X.
b. Determine a func¢io de probabilidade condicional de Y dado X = z.

7. Um miliondrio excéntrico, uma vez por semana, deixa seu escritério com X
milhares de reais no bolso. Ao caminhar para sua casa vai distribuindo esse
dinheiro aos eventuais pedintes que encontra. Admita que X tem densidade de
probabilidade fx(x) = £ I(0.4)(z) e, também que o dinheiro que Ihe resta a0
chegar em casa, denotado por Y, tem probabilidade uniforme entre zero € o
dinheiro com que deixou o escritério. Isto é, Y|(X = 2) ~ U, [0, z].

a. Calcule a densidade conjunta entre X e Y.
b. Determine a densidade marginal de Y'.

8. A funcdo de distribuigio conjunta de (X,Y") é dada por:

0, sexz<Oouy <Oouzx > y;
2yt -t )
_ T se0 <z <y, 0<y <2
FX.Y(m7y) = 822 14
T se0 <z <2,y 2>2
1, sex > 2,y> 2,1 <uy.

a. Obtenha as fun¢des de distribui¢do marginais de X e Y.
b. Calcule a densidade conjunta entre X e Y.
c. Calcule as densidades marginais de X e Y de duas maneiras diferentes.

9. Considere a fungéo:

ol — S osex . 1, ’
Ixy(zly) { 0, caso contrario.

a. Mostre que, para cada y fixado, f(.|y) é uma fung@o de probabilidade.
b. Determine a conjuntade X e Y se Y ~ Exp(1).
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¢. Nas condigdes de (b), obtenha a marginal de X.

10. Seja F(z,y) a fungdo mista de distribuigdo conjunta de (X,Y). Suponha que
F' corresponde a densidade Uniforme Continua sobre o intervalo (0,1) do
eixo y de R2.

a. Obtenha F'.

b. Mostre que Fx () é continua exceto se x = 0.

c. Prove que Fy (y) é continua.

d. Vocé diria que (X,Y’) € continua se, e s6 se, sua fungdo de distribuigio
conjunta induz probabilidade zero a cada ponto (z,y) € R??

3.3 Funcoes de Variaveis Aleatorias

Sendo X uma varidvel aleatéria em (£2, F, P), a fungdo ou transformagio
h:X—-R também serd uma varidvel aleatéria no mesmo espago de
probabilidade. Dado o conhecimento de X através de, por exemplo, sua fungdo de
distribui¢do, desejamos obter o comportamento de h(X). De modo geral,
podemos ter uma familia de fungdes atuando sobre um vetor aleatério
X=(X,Xs,...,X,;,) para produzir um novo vetor aleatério
Y = (11,Y,,...,Y,) de dimensdo r, eventualmente igual a m. Nesse caso, X €
um vetor com fungdo de distribuicdo conjunta conhecida e desejamos o
comportamento de Y. As dificuldades envolvidas nessa tarefa dependem das
varidveis iniciais e da funcdo de interesse. Em termos matemdticos gerais,
dizemos que Y € uma transformacéo de X.

Para obter o comportamento probabilistico de transformagdes uma técnica
muito conveniente, principalmente no caso discreto, é o chamado mérodo direro.
Ele consiste em realizar operagdes algébricas simples, aplicando a defini¢do da
transformagdo diretamente na expressdo da funcdo de distribuicdo (ou fungio
densidade ou de probabilidade conforme o caso).

Sejam X, e X, duas varidveis discretas com fungio de probabilidade
conjunta p(zi, ;) e defina Y = h(X1, X,). A varidvel Y também serd discreta
com valores no contra-dominio da fungdo h. Sua fung¢io de probabilidade é dada
por:

pr(y) = P(Y =y) = P(h(X;, X2) =y) = Y plar,a2),

(z1,12)€EA,

em que A, = {(z1,22) : h(z1,22) = y}. Isto é, para cada y fixado, a soma se di
em todos os pares (z1, z3) cuja aplicagdo da fungdo h resulta no valor y. A funcgdo
de distribui¢do de Y pode ser obtida de maneira aniloga.
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No caso de fungdes de varidveis continuas, é mais conveniente obter
primeiro a fungdo de distribuigdo. Por exemplo, considere duas varidveis
continuas X; e X, com fungdo densidade conjunta f(z1,72). Seja
Y = h(X1, X»), temos

Fy(y) = P(Y <y) = P(h(X1, X)) <y) =
——P((Xl,XQ EB :// T1,T9 dl‘ld.’rg,

sendo By = {(x1,x2) : h{x1,22) < y}. A densidade de Y pode ser calculada por
derivagio de Fy (y). Entretanto, as vezes, a densidade pode ser obtida diretamente
se for possivel reescrever a integral dupla acima na forma:

Fr(y) = / " glw) du.

Nesse caso, g € a densidade da varidvel Y.

Exemplo 3.15: A fungdo de probabilidade conjunta de X e Y € dada na tabela
abaixo:

X\YJ]oJ]1]2]
0 |1/4]1/8]1/8
1 [1/4] 0 |1/4

Vamos obter o comportamento de X +Y ¢ X — Y. Uma forma prética de obter
as funcdes de probabilidade dessas varidveis é construir, inicialmente, uma tabela
com seus valores a partir da conjuntade X e Y.

(X, Y) | plz,y) | X+Y | X -V |
0,0) | 1/4 0 0
©,1) | 1/8 1 1
0,2) | 1/8 2 )
1,0) | 1/a 1 1
1,2) | 1/4 3 ~1

Segue, entdo, que as fungdes de probabilidade de interesse sdo

X+Y| 0 1 2 3 e X-Y|-2 -1 0 1
prob. | 1/4 3/8 1/8 1/4 prob. 1/8 3/8 1/4 1/4
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Para a conjunta entre X +Y e X — Y, utilizamos novamente a tabela acima
coletando os eventuais pares comuns (que nesse caso ndo existem):

X+Y\X-Y | =2]-1] 0 | 1
0 00 [1/4] 0
1 0 [1/8] 0 |1/4
2 /8] 0 1010
3 0 [1/4] 0 | O

A partir dessa conjunta, outros célculos de probabilidade podem ser feitos. 1

Exemplo 3.16: Seja X uma varidvel aleatéria continua com densidade
f(z) = 313 (z). Vamos obter a fungdo de distribuigdo e a fungdo densidade de
Y = eX.

Observe que Y serd continua e com valores no intervalo [e,e]. Sendo
Fy sua fun¢do de distribui¢do, temos de imediato que Fy(y) =0 se y<e ¢
Fy(y)=1sey > e’ Parae < y < €,

Fy(y)=P(Y <y)=P(e* <y) =

logu ] logy — 1
= P(X < logy) =/ glnade = g—g——'
Dessa forma,
0, sey < ¢
Fy(y)={ “, sce<y<e
1, sey > e’
O leitor pode verificar que a densidade de Y ¢é dada por fy(y) = ziy Ije e O

Exemplo 3.17: Considere a varidvel aleatéria continua X com valores entre 0 e 3
e densidade fx(xz) = 3 Ip3(x). A partir dessa varidvel, uma nova varidvel ¢
definida da seguinte forma:

v — 3, se2< X <3
| X, caso contrdrio.

A varidvel Y serd do tipo misto. Sempre que X estiver em (2,3], o valor de V'
serd 3. A func¢@o de distribui¢do de Y serd dada por:
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0, sey < 0;
_Jy/3, se0<y<?2;
Fr(y) = 2/3, se2<y<3;
1, sey > 3.

O grifico de Fy(y) é representado a seguir e pode-se observar que no ponto
y = 3 a fungdo é descontinua.

Fyy)

23

Figura 3.3: Funcdo de Distribuicdo Mista.

Suponha, agora, que queremos determinar P(Y <2|Y > 1). Temos:

_P1<Y <2
- P(Y >1)

K (27)-F (1)
 1-FK(1)

= 1/2.
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Exemplo 3.18: A fungio densidade conjunta de X e Y é dada por:

Fxy(@y) = e TV g o0 (2) 0,00y (¥)-

Vamos determinar a funcdo de distribuigdo de Z = 2X + Y. Observe que a
varidvel Z € sempre positiva. Dessa forma, para z < 0, temos Fz(z) = 0. Para
z >0,

Fz(2) =P2X+Y <z)=P((X,Y) € B,) //fXY (x,y)dz dy,

com B, = {(z,y) : 2z + y < z}. Note que, no cdlculo da integral, os limites
precisam levar em conta, além de B., a definicdo de f X‘y(ﬂf, y). Assim,

9= | / 9 ) (1) 0y () iy = / ) g dy,
0

entao,

0, se z < 0
14+e % =22, sez>0.

Fz(z) = {

Pode-se verificar que F; satisfaz as propriedades de fungio de distribuicdo e, por
derivacdo, podemos obter a densidade de Z. O

O préximo exemplo apresenta uma situagdo que pode surpreender varios
leitores. Partindo de varidveis discretas relativamente simples, tomamos uma
funcao dessas varidveis, também relativamente simples, para produzir uma nova
varidvel bem mais complicada e que ndo tem nada de simples! O exemplo retoma
o conceito de funcdo singular apresentado no capitulo anterior.

Exemplo 3.19: Fungdo Singular-tipo Cantor (Dudewicz e Mishra [88])

Considere sucessivos lancamentos independentes de uma moeda
equilibrada. Definindo como sucesso a ocorréncia de cara, temos que
X1,X3,---,formam um sequéncia de varidveis de Bernoulli independentes.
Assim,

P(X;=1)=1/2,i=1,2,-

Sendo a ocorréncia de sucesso no langamento ¢ recompensada por 3/4!
(em alguma unidade monetdria), estamos interessados na funcio de distribuicdo
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do ganho total. Conforme veremos essa fungdo seré do tipo singular, isto &, ser4
continua e com derivada igual a zero em quase toda parte (a massa de
probabilidade onde isto nao ocorre € igual a 0).

Denotando por W a varidvel ganho vem

>, 3
W:;EXZ-.

Observe que 0 < W <1, pois para cara em todos os lancamentos (isto ¢,

o
— — — 3 _ { 4
X1 =X3 =--=1),temos 21 3 = 1. Dai decorre que ja podemos saber alguns
1=
valores parciais da fungdo de distribuigdo. Para w < 0, ela tem valor O e para
w > 1, vale 1. Lembrando que as fun¢des de distribui¢io sdo continuas a direita,
o ponto w = 0 poderia ser um candidato a uma descontinuidade a esquerda e,
assim, F' ndo seria continua. Entretanto, isso ndo ocorre uma vez que:

F(0) = P(W < 0) = F(0") + P(W = 0)
:0+P(X1:X2::0)

1 k
=1 — =0
i’Tm(Q)

Entdo, temos os seguintes valores parciais para F':

0, sew <0

F(w)=P(W§w):{1 se w > 1,

?
restando o cdlculo de F' para os outros intervalos.

Observando o resultado de X (o lo. langamento), podemos estabelecer
outras condi¢des sobre os intervalos de valores para W:

Se X1 =1 =W > 3/4;
Se X1 =0 :>W<—3—+~3~+ -1
b R T4
Logo P(% <W< %) = 0. Vamos ver o que acontece nos pontos extremos desse
intervalo. Temos, pela independéncia dos X;'s,

k
PW =1/4)= P(X; =0,Xy = X3 = 1) = o= ﬁm.(l) —0;

k—oc\2

D] =

X

[NR
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de modo andlogo, concluimos P(W = 3/4) = 0. De fato, podemos repetir esse
argumento de modo que, para qualquer valor k,teremos P(W = k) = 0. Entio,
paraointervalo 1 <w < 3 P(W < w) = P(X; =0) =1/2.

Resumlndo, o que temos até agora para F’, é o seguinte:

0, se w < 0;
Flw)=PW <w)=q1/2, sel<w<3
I, sew>L

Temos 2 intervalos em que F' ainda ndo estéd definida, a saber, (0,1/4) ¢ (3/4,1).
O gréfico correspondente ao que ja calculamos € apresentado na figura a seguir.

Flw)

12

0 /4 3/4

=

Figura 3.4: Construcdo da Fungdo de Distribuicdo- tipo Cantor.

Antes de prosseguir, observamos que o ganho, a partir do 20. lan¢amento,
tem a mesma distribui¢ao que W /4. Note que

g%Xf*ii4z i (Z4J J”)

Tendo em vista que as varidveis X1, Xy, --,sdo identicamente distribuidas ¢
estamos fazendo uma soma infinita, o termo entre paréntesis tem a mesma
distribui¢do de W. Usaremos esse resultado no que segue.
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Para 0 < w < 1/4 temos

Blee
a
IN
IS
ln

H
)

N—r
+
)

e
>
IA
S
e

I
o
N’

B w
>
IA
S

SNe——’
T
>
|
=

A
&

De acordo com o que ji sabemos de F, temos para 1/4 < 4w < 3/4,
F(4w) = 1/2. Assim, para 1/16 < w < 3/16 vem F(w) = 1/4, uma vez que os
extremos ndo contribuem com probabilidade positiva. Restam sem defini¢ao os
intervalos (0,1/16) e (3/16,1/4).

Para 3/4 < w < 1, procedemos de modo analogo.

Flw)=P(W <w)=PW <w,X;=0)+P(W <w, X, =1)

=%+P(§j){, <w Xi=1)

3 &3
:%+P((Z+;4—7XZ)<1U,X1—1)
(Y 3k cw- 3P, =1
= TP X Sw- )P -y

1 1 _ W 3
=ty sw=y)
- %+ %F(ﬁl(u} - 2))

Entdo, F(w) = 3/4para 13/16 < w < 15/16 e resta definir o valor de I em
(3/4,13/16) e (15/16,1). O grifico de F com os valores jd conhecidos até o
momento € representado na figura a seguir.
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F(w)

3/4

172

1/4

?

116 ne 13/16 15116
Y /4 3/4 1

Figura 3.5: Construcéo da Fungdo de Distribuigdo- tipo Cantor (continuagdo).

Observe que, nos trés sub-intervalos de (0, 1) j4 analisados, a funcdo de
distribuicdo é constante. O maior salto, que indicaria descontinuidade de F', néo
poderia ultrapassar 1/4 pois trata-se de uma fun¢do monétona nao decrescente. Os
intervalos ja definidos tém comprimento total de 3/4 e cada um dos quatro
restantes tem comprimento 1/16.

Usando o mesmo raciocinio desenvolvido acima, conseguimos definir F'
em um sub-intervalo de cada um dos intervalos ainda sem defini¢do. Por exemplo,
no intervalo (0,1/16), definimos F'(w) = 1/8 para 1/64 < w < 3/64 ¢ restardo,
sem definig#o, os intervalos (0,1/64) e (3/64,3/16).

De modo geral, cada intervalo restante é dividido em 4 partes ¢, para 0s
dois sub-intervalos centrais, F' serd constante e igual a média dos valores ji
atribuidos aos intervalos mais préximos, que ja tém probabilidade determinada. O
valor maximo de um eventual salto de F' estd limitado 4 metade da diferenca entre
seus valores vizinhos. Usando inducido matemdtica, apGs n etapas, teremos ja
definido o valor de F em 1+2+2%+ 23+ ...2771 intervalos. Eles terdo
comprimento total de 271 +272 4273 +...27" =1 —1/2" Tomando o limite,
quando o nimero de etapas vai a infinito, concluimos: F' serd continua em todo R
e com F(0) = 0 e F(1) = 1. Os sub-intervalos de [0, 1], em que F € constante,
tém comprimento total igual a 1. Além disso, como a derivada de uma constante ¢
zero, temos F'(w) =0 para quase todow € R. Logo, F é uma fungdo de
distribui¢io do tipo singular. A construgdo exibida neste exemplo é uma variante
do que € conhecido como Fungdo de Cantor (ver Chae [80]). O
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Em pesquisa ou aplicagdes, o uso de recursos computacionais tém se
tornado freqiiente nas dreas de Probabilidade e Estatistica. Dentre as diversas
técnicas utilizadas, a simulacdo se destaca. Uma das pecas chave em simulagoes,
nas dreas mencionadas, ¢ poder gerar valores de uma varidvel com certa
distribui¢do de probabilidade. Os métodos computacionais desenvolvidos para
esse fim se utilizam de uma transformacio especial, definida a seguir.

Definicdo 3.10: Transformagdo Integral de Probabilidade

Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo de distribuicio F. A
transformacdo de X tal que Y = F'(X) é denominada transformacao integral de
probabilidade. O

Em simulagdes, o uso da transformagdo acima depende da possibilidade
de inverter F'. A inversa tem dominio em [0, 1], mas se F' tiver saltos ou for em
escada, ela ndo existird. Na proxima defini¢do, uma fungao que faz as vezes de
inversa € apresentada e, por abuso de notagdo, também serd representada por F'~!.

Definicdo 3.11: Inversa Generalizada de F

Seja F' uma fungdo de distribui¢io qualquer. A inversa generalizada,
denotada por F~! é definida da seguinte forma:

FYy)=inf{z € R: F(z) > y}. O

Note que, se a inversa de F' existe no sentido usual, ela coincide com 2
inversa generalizada. Por exemplo, se F' for estritamente crescente ¢ continua,
entdo Vz € R, existird apenas um y tal que F'(x) = y. Nesse caso, pela definicao
acima terfamos F~!(y) = x, mesmo resultado de uma inversa usual. Na figura
abaixo, apresentamos alguns casos de F~!. Na préxima proposicio.
demonstramos uma relagdo que serd a base para resultados tteis em simulag@o.

Figura 3.6: Formas alternativas para F com F~(yo) = xo.
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Proposigao 3.4:

Seja F uma fungdo de distribuicio qualquer e F~' sua inversa
generalizada. Temos:

F~(y) <t se,esomentese, y < F(t).

Demonstragao:

Inicialmente, observamos que, pela definigio de F~!, existe uma
seqiiéncia z,, tal que z, € {r € R: F(x) > y} e z, | F'!(y). Da continuidade
a direita de F, temos F(z,,) = F(F~(y)) e ainda F(F~'(y)) > y.

Supondo que F~!(y) < ¢, vamos verificar que y < F'(¢t). Como F' é ndo
decrescente, segue F'(F1(y)) < F(t). Da conclusdo do paragrafo anterior, vem
y < F(F~Y(y)) e, portanto, vale y < F(t).

Para a outra implicagdo, supomos y < F'(t). Dessa forma, ¢ pertence ao
conjunto {z € R: F(z) > y} e, pelo argumento sobre a seqii€ncia x, no {nicio
da demonstracio, segue que F~!(y) < t. O

Com a aplica¢do da proposi¢do anterior, vamos verificar um importante
resultado para varidveis continuas.

Proposigado 3.5:

Seja X uma varidvel aleatdria continua com fungio de distribuigdo F.
Entdo Y = F(X) terd distribui¢ao Uniforme Continua em [0, 1]. Vale a reciproca,
sendo U ~ U,[0, 1], entdo X = F~1(U) terd fungido de distribui¢io F.

Demonstragao:

Se X € continua, F' € uma fun¢do continua € 0 mesmo ocorre com
Y = F(X). A fungdo de distribuicdo F' serd um ndmero entre 0 € 1 e, portanto,
PY <0)=P(F(X)<0)=0eP(Y<1)=PF(X)<1) =1

Para 0 <y < 1,

PY>y)=PF(X)2y)=P(X>F '(y)) =1-P(X < F ' (y);

em que usamos a proposicao anterior e, na ultima igualdade, a continuidade de X.
Essa continuidade ainda implica que F(F~!(y)) = . Entdo

PY 2y =1-PX<Fl(y)=1-FF '@y)=1-y

Como Y é continua, segue P(Y > y) = P(Y >y) e, dessa forma, Y terd
distribui¢do Uniforme Continua em [0, 1].
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Considere, agora, a reciproca. Suponha que U ~ U,[0,1] e X = F~Y(U).
Temos
P(X <z)=P(F '(U)<z)=PU < F(z)) = F(z).

Logo a varidvel aleatéria X tem distribuigéo F'. (]

Em simulagdo é comum a necessidade de gerar valores de uma certa
varidvel com uma distribuigdo determinada F'. Pela proposi¢do acima, isto pode
ser feito gerando um valor aleatério da Uniforme Continua em [0, 1], digamos u, e
tomando x = F~!(u). Valores do tipo u sdo conhecidos como niimeros pseudo-
aleatorios. Esses nimeros imitam a escolha, feita ao acaso, de valores do
intervalo [0, 1].

Os nimeros pseudo-aleatorios tém essa denominagdo pois sdo gerados
por algoritimos deterministicos ¢ devem aparentar terem sido sorteados de forma
independente e aleatéria. Isto significa que, tomando uma grande quantidade
deles, esperariamos que estivessem espalhados uniformemente em [0, 1]. Muitos
programas de computador jd incluem rotinas de geragdo de nimeros aleatérios em
suas bibliotecas. O préximo exemplo ilustra essas idéias.

Exemplo 3.20: Geragdo de Valores Aleatérios (DeGroot e Schervich [02])

Suponha que temos a disposi¢do algum software com um gerador de
numeros pseudo-aleatérios e independentes da U, [0, 1]. Desejamos gerar valores
de uma variavel X que tem densidade f(z) = %(2 — )2 (T).

A correspondente funcdo de distribuigdo é dada por:

0, z < 0;
F(x) = x—%e 0<z<2
1, T > 2.

Para obter a inversa resolvemos a equagdo y = F'(z) em z, sendo que
y € (0,1) é o dominio da fungdo inversa. Basta considerar a expressio de F(z)
para o intervalo (0, 2]. A solugio, com uma das raizes sendo desprezada, fornece:
z=Fy)=2(1-/1-y)paray € (0,1).

Suponha que geramos, aleatoriamente e de forma independente, trés
valores da distribui¢do U.[0, 1]: y; = 0,4125;y; = 0,0894 ¢ y3 = 0, 8302.

Aplicando esses valores na expressdo da fungdo inversa, obtemos:
2, = 0,4670; 2, = 0,0914 e 23 = 1, 1759.

Dessa forma, obtemos trés observagdes independentes da varidvel X. [
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Um importante resultado referente a um vetor de varidveis aleatorias
independentes é aquele que garante que fungdes disjuntas de varidveis

independentes sejam independentes. Um caso particular é demonstrado no
proximo exemplo.

Exemplo 3.21: Familias disjuntas de varidveis independentes

Sejam X, X5, -, X,, varidveis aleatérias independentes num mesmo
espaco de probabilidade. Com o uso de duas fungdes g; € go defina as varidveis
Y1 e Y tais que:

YYI = gl( X17X27 "'7Xm) € Yé = 92( Xm+17Xm+27 7Xn)7 1<m<n.

O que podemos dizer sobre a independéncia entre Y; e Y57

Inicialmente, observamos que as varidveis sdo funcdes disjuntas de
X1, Xo9,-+, X,,. Sendo que Y] é funcdo das primeiras m varidveis, enquanto Y,
das restantes n — m. Assim, temos que g; : R" =R e go : R*™ 2 R.

Sejam B; e By dois borelianos quaisquer dos reais, lembramos que

gl_l(Bl) = {($1,1'27 "'7xm) € R™: gl(whx% "';mm) € 31}7

e, entdo, [Y; € By] é equivalente a [(X1, Xy, -, X,,) € g7}(B1)]. De modo
analogo, [Y2 € Bo) e [( X1, X2, X)) € g5 1(Bz)] sdo equivalentes.

Para verificar a independéncia entre Y; e Yo, note que
P(Dfl € Bl], [Yz i~ BQ]) é igual a

P([(X17X27 "'7Xm) € 91_1(31)], [(Xm+17Xm+27 "'7Xn) S 951(32)]),
o qual, por sua vez, € igual ao produto
P[00, Xa, -+, Xp) € g7 (B)]) P([(Xonsr, Xonsz, o, Xa) € g3 (Bo)]).

pela definicio de independéncia de vetores aleatérios. Mas, essa ultima
probabilidade pode ser escrita, utilizando novamente o argumento de equivaléncia
mencionado acima, como P([Y] € B;]) P([Yz € By]). Fica, assim, verificado a
independéncia entre Y e Y5. O

Algumas fung¢des de varidveis aleatérias merecem destaque, pois
aparecem com grande freqiiéncia em aplicacdes. As expressdes referentes ao
comportamento probabilistico da soma, diferenga, produto, quociente, minimo e
maximo entre varidveis aleatérias sdo apresentadas nas proximas proposicoes.
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Proposicao 3.6: Densidade da Soma e da Diferenca de Varidveis

Dadas duas varidveis aleatdrias continuas X e Y com densidade conjunta
fxy. entdo a fungdo densidade da soma e da diferenga entre essas varidveis sio
dadas por, respectivamente:

fxev(z / fxy(®,z —x)dx
fx-y(w / fxy(w+y,y)dy.

Demonstragdo:
Para a soma, com B, = {(z,y) : r + v < z}, temos:

Fxiy(2) = P(X+Y <2) = P(X.Y) € B.) = / / Jxy(z,y)dz dy;

Entéo,

; Pere) = [ [ fw:cy)dy}d:c—/i[/;fx,y(x,u~:c>du}dx,

| em que fizemos a substituicio y = u — .

Para obter a densidade tomamos a derivada:

% — %{/_Z ['/-:Xf_s(.y(I, u—f)du} (l:r}

(i, ’11—.1')(11'} du},

assim, concluimos que fyv.y(z) = ]}x fxy(x.z —x)dr.
Para a diferenca X — Y, com B, = {(x.y) : @ — y < w}, temos

Fyy(w)=PX-Y <w)=P((X.Y)e B,) = //f\; (r.y)ydardy =

[N

:/X [ “l‘yfx_)-(x.y)dr}dy =/X UJX‘Y(U +y. y)dU} dy,

XY =X
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em que fizemos a substituicdo = = u + y. Invertendo a ordem de integragdo e
derivando, obtemos a densidade fx_y(w) = [*_fxy(w+y,y) dy. O

Observe que se X e Y forem independentes a densidade conjunta pode
ser escrita como o produto das densidades marginais, simplificando as expressdes.
No caso independente, a densidade da soma recebe o nome de convolugdo das
densidades de X e Y. A proposi¢do anterior tem, também, uma versdo para o ¢aso
discreto que ndo serd apresentada.

Exemplo 3.22: A densidade conjunta das varidveis X ¢ Y € dada pela expressdo:

fxy(z,y) = % (x + y) o2 () 0.1 ()

Vamos obter a densidade de X + Y. Temos,

oC

fxav(z) = /_ fxy(x,z—z)de = / 1 212 (x) 9 (2 — x) d.

oC —2)63

Avaliando o comportamento dos indicadores, teremos (ver figura a seguir):
z<0ouz>3:[oy(z—x)=0;
0<z<1:Ipy(z—x)=1somentese0 <z < z;
1<z<2:Ioy(z—z)=1somentesez —1 < < z
a(z—x)

2<2<3:[py(z—z)=1somentesez —1 <x <2

. =x+ 1

I
1l
-

19

RY

Figura 3.7: Regido de Integracdo- funcao soma.
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21 ZZ
Entio, O§z<1:fX+y(z):/~zd$=—;
0 3 3
z z
1§z<2:fX+y(z):/ —zdx = =;
2—1 3
2
1 23—z
2§z§3:fx+y(z)=/ —zdr = ( )
—13 3
A densidade procurada satisfaz as propriedades de densidade e serd dada por:
%27 se 0 < z < 1;
Z, sel<z<?2;
fX+Y(Z) = 2(3_2)
7 se2< 2 <3,
0, caso contrdrio.

Recomendamos ao leitor tentar obter essa densidade via fungdo de distribui¢do. O

Apresentamos, a seguir, alguns exemplos de relagdo entre modelos que
envolvem soma de varidveis.

Exemplo 3.23: Relagdo entre Bernoulli e Binomial

Sejam X1, Xy, -+, X, varidveis independentes com distribui¢ao Bernoulli
de parametro p. Defina ¥ = X; + X, +---+ X,,, entdo Y tem distribuicio
Binomial de pardmetros n e p.

Para verificar esse resultado, observe que o evento [Y = %] significa a
ocorréncia de k£ sucessos e n — k fracassos, dentre os n experimentos. Como
existem vdrias alternativas na ordem de ocorréncia dos sucessos, precisamos
multiplicar pelo niimero delas, o que é dado pela combinagio de n tomados k a k.
A relagdo também poderia ser verificada por indugdo a partir da férmula de
convolugdo para funcdes de probabilidade. O

Exemplo 3.24: Relagdo entre Exponencial e Gama

Sejam X; e X, varidveis independentes com mesma distribuigao
Exponencial de pardmetro A. Vamos verificar que X; + X» t&m distribuicio
Gama com pardmetros o = 2 e 3 = \. Pela independéncia de X; e X, temos:

Frox (@, y) = NN 0 < 2 < 00,0 < y < oo,

Entdo



3.3 Fungbes de Varidveis Aleatdrias 157

Fx ix,(2) = P(X1+ X2 < 2) / / fx,.x,(x,y)dxdy

/ AZe M ¥ dy dx
0 Jo

/ —Ar (1 —e -A(z— x))dﬂf
0

1— e —Aze

Para obter a densidade, calculamos a derivada:

O0Fx, x,(2)

= Nze
0z

fX1+X2(Z) =
Essa ultima expressdo corresponde a densidade Gama de pardmetros o = 2 e
B = A. De modo geral, é possivel verificar que a soma de n Exponenciaig
independentes de mesmo pardmetro A terd distribuicdo Gama(n, \). O

Exemplo 3.25: Relagdo entre Poisson e Gama

Sejam Y] e Y5 intervalos entre ocorréncias de um certo evento, isto é, Y] e
Y, indicam o tempo de espera para a la. e o tempo entre a la. e 2a. ocorréncias,
respectivamente. Definimos X; como o nimero de ocorréncias até o instante ¢.
Temos a seguinte equivaléncia de eventos:

[2a. ocorréncia antes de t] = [Pelo menos 2 ocorréncias antes de );

Y1 +Y, <t =[X,>2].

Suponha agora que Y; ¢ Y3 s@o varidveis independentes com distribuicdo

Exponencial de pardmetro A. Sabemos que Y) + Y, tém distribui¢do Gama com

pardmetros & = 2 e [ = A. Dessa forma, pela igualdade dos eventos acima, temos
2

P(thz)zp(m+n<t)=/otri@

ye ™ dy;
que, aplicando a técnica de integral por partes, resulta em
PX,;>2)=PV1+Yo<t)=1—e —Ate ™.

Note que a mesma expressio resultaria se o modelo Poisson (\t) fosse usado para
X;. De fato, para qualquer n, a variavel X, tera distribui¢ao de Poisson com
pardmetro At. A prova pode ser feita por induc@o finita e integracdo por partes. [
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Exemplo 3.26: Reproducdo de Normais

Dizemos que a distribuicdo Normal se reproduz, porque a soma de
Normais independentes também tem distribuigdo Normal. Essa propriedade vale
também para outros modelos, entre eles, Binomial, Poisson e Gama.

Vamos verificar que a soma de duas Normais Padrdo independentes ¢
Normal com p=0 e 0?>=2. O caso geral pode ser demonstrado, mais
facilmente, com o uso da fungdo geradora de momentos a ser definida no Capitulo
5.

Sejam X7 e X, duas varidveis aleatérias independentes com distribui¢éo
N(0, 1). Para a distribui¢do da soma temos

Fxox,(z) = P(Xi + X> < 2) = = / / Fxox,(x,y) de dy:

que resulta em

> =r 1 2 1 P
Fx ix,(2) = / (/ = e 7 o e 7 dy) dx

—/Z (/X—l 6772——1 e_%dx)dv
B —0C —oo\/z’ﬂ' \/27’(’ ’

apos a substitui¢io y = v — = e mudanga na ordem de integracdo. A densidade
serd dada pelo integrando da expressdo acima aplicado em v = z. Assim.

(—a)? > 1 2 _£
— d;,;:/ — T gy

00 27

from(e) = [ et o=
X+x,(2) = e e

| B
Note que z estd fixo dentro da integral e podemos reescreve-la como:

fx,+x. (Z) = LL e_:*_g * L L e_%(:/_%)zdm.
o Vor /2 N (%)

O integrando corresponde a densidade de uma Normal com pt = 2/2 e 02 = 1/2.
Logoa integral vale 1 e o termo restante ¢ a densidade N(0, 2). a

2

ol
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Retomamos a apresentagio das proposigdes.

Proposicdo 3.7: Distribui¢cdo do Minimo e do Médximo

Considere o conjunto  X;, Xs,...,X,, de varidveis aleatdrias
independentes, cujas fungdes de distribuigdo sdo Fi, Fy, ..., Fy, respectivamente.
As expressdes da fun¢do de distribuicio de Y; = mm(Xl,Xg,... X,.) e
Y,, = max(Xi, Xs, ..., X,,) sdo dadas, respectivamente, por:

m

Fy}(Z) =1- H[l - FX,»(Z)] >

Demonstragdo:

Para obter a distribuicio do minimo, utilizamos um argumento 16gico
freqilentemente 4til nesses casos: se 0 minimo € maior que z, todas as varidveis
também precisam ser maiores que z. Assim,

P(Y; > z) = P(min(Xy,..., X)) > 2) = P(X; > 2,..., X > 2).

Pela independéncia entre as varidveis essa Gltima probabilidade pode ser
escrita como

P(Y, > z) = P(X) > 2) - P(X,, > 2) = | |[1 - Fx.(2)].
=1

?

Logo, tomando-se o complementar, a expressao de Fy, (z) € obtida.
Para o mdximo, observe que se 0 maximo ¢ menor que z entdo todas as
varidveis também sao. Assim

P(Y,, <w)= Pmax(X,,..., X,) <w) = P(X1 <w,..., Xm < 0).
Pela independéncia entre as varidveis, temos
P(Y, <w)=P(X; <w) - P(X, <w)= HFX(u)
i=1

Se as varidveis forem identicamente distribuidas, as expressdes podem ser
apresentadas em forma de poténcias da fungéo de distribui¢do comum. O
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Proposi¢do 3.8: Densidade do produto e do quociente

Sejam X e Y duas varidveis aleatérias continuas com densidade conjunta
fxy. As fungdes densidade do produto e do quociente sio, respectivamente,
dadas por:

Ixy(u) = /jo % Fxy(z, % )dx;

% |l

S (v) = / "yl Fry (vy, ) d.

o

Demonstragdo:

Aplicamos o método direto, mas o resultado também poderia ser obtido
via 0 método do Jacobiano a ser apresentado a seguir nesta secao.

Vamos iniciar obtendo a fungdo de distribui¢io do produto XY. Com
B, = {(z,y) : zy < u}, vem Fyy(u) = P(XY < u) = [ fxy(z,y)dzdy.

u

Assumimos x # 0 e precisamos separar os casos z > O e x < 0. Entdo,

ot = [ [ vy 7]

oc “Jujx 0

o0 u/x
/ fxy(z, y)dy]dz,

—0C

que, apods a substitui¢do s = zy, vem:

Fyy(u) =/O [/uoof”(x,%)%]dx +/0°o [/_fo_’y(x,g)d—;-]d:r

oC

:/j‘ [[0 _foX’Y(x’i)dm]ds +/u [ %fX_Y(.’L‘,%)dedg

o0 oC —o0-J0

I t ele

Aplicando a derivada, obtemos a densidade

OFxy(u) = fxy(u) = /_OC ifX,Y(xa %)dx-

ou ~ |z

Para o quociente, o célculo ¢ similar. Com B, = {(z,y) : z/y < v}, vem
Fxyy(v) = P(X/Y <w) = [ [ fxy(z,y)dz dy. Assumimos y # 0 e separamos
B,

T
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oscasos y > 0ey < 0. Assim,

Fov) = [ [[“rermaslays [ [ erte izl

—OoC

que, ap6s a substitui¢do s = z/y, resulta em:

Fxpy(v) = / 0 / mfx,y(sy,y)ydﬂdy + /0 oo[ /_ ;fx,y(sy,y)de] dy

—0oC

:/:;C:/(;(—y)fxy(sy> y) dy]ds +/U [/Ocyfx:y(sy,y) dy]ds

, —20-J0
:/;:/_Z|?J|fx,y(sy,y) dy}ds.

OF x
Derivando, obtemos: —%@ = fx/v(v) :/ Wl fxy(vy. y) dy. O

Para as varidveis continuas, pode-se usar o Mérodo do Jacobiano,
utilizado em Célculo Diferencial, para obter a distribui¢do de transformagoes de
varidveis aleatérias. O método é apresentado a seguir sem demonstragao formal.

Seja X = (X7. Xo...... X,,) um vetor aleatorio continuo com densidade
fx(x) conhecida. O vetor aleatério Y = (}>.}3..... Y. - é uma transformagédo g
(multidimensional) do vetor X. Em notacdo simplificada. podemos escrever
Y = g(X) = (¢1(X1.g2X1.---. g~ X1, de modo que Y. =g, (X1 Xo, ..., Xm)
parai = 1.2.....m.

Supomos que todas as fungdes . | = 1.---.m. t€m derivadas parciais
continuas e que o Jacobiano da transformac3o seja diferente de zero para todos os
pontos (ry.Ia..... T~ 1ist0é

‘l
‘
el
'1}"3'
e

A

T
4

e

}

- L - 1
w, PR I
In M P
Y‘

2. A

Vamos também supor que ¢ conjunte de equagies:
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Y1 = g1(x1, T, ..., Tm);
Y2 = 92(3;171.27 7$m>;
Ym = gm(T1, T2, ..., Ty ),
determina, de modo tnico, os z;'s em funcdo de (y1,10,... ,Ym). Em outras

palavras, isto significa dizer que g é bijetora. Representamos a solugdo do sistema
por x = h(y), ou seja,

T = hl(ylvyZa 9ym);
Ty = h?(ylryQJ 7ym)7

T = o (Y1, Y2, -, Um).-

Nessas condicdes, as varidveis Y7,Ys,...,Y,, tém densidade conjunta
dada por

K (y) = Fx(h(y) [ Jy(h(y)) 7,

em que, a densidade fx(.) e o Jacobiano J,(.) sio aplicados nos pontos
xl:hl(y)Z:L'm

Uma das condigdes para a aplicagdo do método do Jacobiano foi que a
funcdo g: XY fosse bijetora (um a um). Se esse ndo for o caso, podemos
particionar o dominio em subconjuntos disjuntos de modo que, restrita a cada
subconjunto, ela seja biunivoca. Nesse caso, aplicamos o método Jacobiano a
cada uma das parti¢des e somamos o resultado para obter a densidade desejada.

Assim, denotando por Dy, Dy, - -, Dy, a parti¢io do dominio ¢ sendo ¢!’ a
restri¢do de g ao subconjunto D;, temos

k
F(¥) = Y i) [ (RO ()7,
i=1

em que h() ¢ a inversa de g (referente ao subconjunto D;).

A figura a seguir ilustra a reparticio do dominio em 4 subconjuntos.
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Figura 3.8: Reparticdo do Dominio- 4 subconjuntos.

Observagdo 1: Alguns autores, preferem calcular o Jacobiano referente a fungao
inversa de g. denotada aqui por h. O determinante a ser calculado seria

Iy Oy2 Y
Jh (y) = azll 0‘!2 X (9,7:!111
Ohy  Ohy . Oh
Iy Iy Yo

Se usarmos Ji(y) ao invés de J,(h(y)), a férmula para o cdlculo da
densidade é modificada coerentemente tendo em vista que

5 = (2,0)

Para evitar confusdo. é conveniente sempre usar o mesmo Jacobiano.

Observagdo 2: Se o vetor Y tiver dimensdo menor que a de X, acrescentamos
varidveis artificiais convenientes até a igualdade nas dimensoes. Apos aplicar o
método do Jacobiano, calculamos a marginal adequada da densidade conjunta
obtida e determinamos a desejada densidade de Y.
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Exemplo 3.27: Considere o vetor aleatério X com densidade

fx(X) =\ 6_/\(1'1+J:2+IR)I(0‘OO)(161)[(0’%)(332)](0700) (.’L’3)7 A>0.

Estamos interessados em Y = (Y7, Y3, Y3) tal que

Y
Y,
Y3

Seguindo nossa notagio temos

gl(Xl,XQ,...
gg(Xl,Xz,
93<X17X27 ..

=Xy
= X1 + Xy;
=X, + X9 4+ Xj5.

5Xm) = Xl;
7Xm) =X +X2;
. 7Xm) =X +X2 +X3;

e, portanto, o Jacobiano da transformagio é dado por

a1

81‘1

_ | 9g2
Jg<X)— 6—11
or,

991 g1

dxa dxg 1 0 0

aﬁ 9g2 — —
%z, B | =1 1 0|=1
s Ogy I 11

81‘2 (D.LJ

Observe que, como o Jacobiano nio depende de x, podemos ji estabelecer

[Jo(R(Y) ™ = 1.

Resolvendo para x o sistema abaixo

Y1 = Zq;
Yo = 1 + @g;
Ys = Ty + 23 + z3,

obtemos uma tinica solugio dada por x = (y1,92 = y1, U3 — yo), correspondendo
a fun¢do h mencionada anteriormente. Ou seja, hi(y) =y, he(y) =y — 1 ¢

h3(y) = y3 — yo. Entio,

fr(y) = A3 e-A(y1+(yz—y1)+(yr/y2))](0m)(yl)I(Ojoo) (yo — yl)I(O)oc)(yQ' —12)
=\ Ii(y1, 92, y3),

com A= {(y, y2,43) : 0 <y < o < y3}. (.
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oscasosy > 0ey < 0. Assim,

Fxy(v) :/l{/:fx,y(x,y)dx}dy +/0x[/_lifx.y($:y)dﬂf}dy:

que, apés a substitui¢do s = x/y, resulta em:

Fov) = [ ([ ertewnvaslay+ [T[[ sortovvvaslay

:/T [/0 (=) fxy(sy,y) dy]ds +/l. [/iyf_\,_},(sy,y) dy}ds

= [ [ wltsr vy ay]as
oF x
Derivando, obtemos: ——X(;TY(U—) = fx(v) = / ly| fry(vy, v) dy. O

Para as varidveis continuas, pode-se usar o Método do Jacobiano.
utilizado em Cdlculo Diferencial, para obter a distribui¢do de transformacgoes de
varidveis aleatérias. O método é apresentado a seguir sem demonstragao formal.

Seja X = (Xy, X5, ..., X,,) um vetor aleatdrio continuo com densidade
fx(x) conhecida. O vetor aleatério Y = (Y1,Ya,...,Y},) € uma transformagac g
(multidimensional) do vetor X. Em notacdo simplificada, podemos escrever
Y = g(X) = (91(X), g2(X), -+, g (X)), de modo que Yi = g;(X1. Xoo... . A=
para:i =1,2,...,m.

Supomos que todas as fungdes g;, i = 1,---,m, t€m derivadas parcias
continuas e que o Jacobiano da transformagdo seja diferente de zero para todos o
pontos (1, T, ..., Ty ); isto €

afl‘] dl‘z oy,
Jg(x): 0:;91 OL:L‘Q : Oa:c,,l £ 0.
dxy Oz Oz,

Vamos também supor que o conjunto de equagoes:
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Exemplo 3.28: (DeGroot e Schervich [02])
Considere o vetor aleatério X com densidade
fx(x) = 4122 Lo 1y (1)1 (0,1)(T2).
Estamos interessados em Y = (Y7, Y2) tal que

Y = X1/ Xy;
Y, = X, X,.

Seguindo nossa notag¢io temos

91(X1, Xo) = X1/ Xo;
92(X1,X2) = X1 Xo.

e, portanto, o Jacobiano da transformacéo g € dado por

9 991 :
J (X) _ | 0y 0xa 1/.’E2 _:El/‘ré =2 /l'
g T %% dn| | o, T = 4/
ory oz
Resolvendo para x o sistema abaixo
Y = T1/Ts;
Yo = T122,

obtemos uma tnica solucio dada por

1 = hi(y1,42) = (y1y2)1/2 e T2 = holyr,y2) = (yz/y1)1/2-

Observe que h é a fungdo inversa de g. Os valores possiveis de y) ¢ y, estdo no
conjunto A:

A= {(yl,y:z) ER?: gy > 0,40 > 0, (y1v2)? < 1, (wo/11)V? < 1}-

Assim,

1/2

fx(h(y)) = 4(y1y2)1/2(y2/y1)1/2 =4y, e Jy(h(y)) = % = 2y1;
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entdo a densidade de Y é dada por
_ 2
K () = fx(hOIT () = 4y2 201 La(yr, o) = % La(y1, o).

O leitor pode verificar que a fungdio obtida satisfaz as propriedades de funcio
densidade conjunta. |

Exemplo 3.29: (Ross [98])

Sejam X1, X, e X3 varidveis aleat6rias independentes com densidade
N(0,1). Vamos obter a densidade conjunta de Y;,Y» ¢ Yi sendo
}GIX1+X2+X3, }/QZXI—XQCYé:XI—Xg.

A densidade conjunta de X = (X, X5, X3) é dada por

, —00 < x; < o00,t=1,2,3.

=
»
~
I
—
—
®
|
ks

Na notacio que estamos utilizando, temos Y = 9(X), ou

Vi =g1(X1, X, X3) = X1 + Xo + X;
Yy = g2(X1, X, X3) = X7 — Xo;
Yy = g3(X1, X2, X3) = X; — X3
€, portanto, o Jacobiano da transformagio ¢ dado por
99 da1  9g
01‘1 0172 B.rg 1
d¢  d¢ g,
Jo(x) = Eg-i &% a—g; =1 -1 0 ]|=3;
O3 Ogs  Ogs 1
6.7,'1 (91'2 01‘3
como ndo depende de x, podemos ja estabelecer |.J,(h(y))| ™! = 1/3.
O sistema

Y1 =21 + 22 + 233
Yo = T1 — Tg;
Ys =21 — x3,

tem solugdo tnica dada por

_ ity tys

I = hl(y1’y27y3) - —3—_
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— o+

Ty = ha(y1,92,93) = w;
+yp—2

T3 = h3(y17y2>y3) - y_ly;*y?’ .

Entdo, sendo Y = (Y1, Y2, Y3) € A(y) = (hu(y), ha(y), hs(y)). temos

e (y) = fx(h(y)) [T, (h(y)] ™
_ 1 -1 (.ul+sg+y3)2+(yr?§2+y3)2+(y1+y§—2y3)2]
= 32m) €
1 Y O A S
=gt LT T <u<oi= 128

A partir dessa conjunta, as densidade marginais das varidveis de interesse podem
ser obtidas de modo usual. a

Exemplo 3.30: Jacobiano sem bijecdo (Mood, Graybill e Boes [74])

Vamos obter a densidade de Y = g(X) = X?, sendo X uma varidvel
continua com densidade f(z) = e *!, —00 < z < 0.

A fungdo ¢ ndo € bijetora no dominio dos reais e, assim, para a aplicagdo
do método do Jacobiano serd necessdrio fazer uma separagio no dominio.
Considere que os conjuntos D ={r€eR:x<0}e Dy={xeR:z >0}
representam a reparticio mencionada. Dessa forma, ¢! : DRt e
g? : Dy»R* sdo as respectivas restricoes de g aos subconjuntos D; e Ds.
Temos, portanto,

M9(y) = (")) = =y e BP9 = (d®) (W) = V.

Estamos no caso univariado e, portanto, ndo precisamos calcular o determinante.
Basta derivar a fung@o g para obter J,(z) = 2z. Logo,

Jy(hV(y)) = =2,/y em Dye J,(h®(y)) = 2\/y em Dy.
Segue, entao

Fr) = 2o e (h () 1 ) = z;@

eV Lo o) (1)
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Exercicios da Se¢io 3.3:

1. Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo de distribuigdo F' € sejam a ¢ b
constantes reais. Determine a fungdo de distribuigio das seguintes varidveis
aleatdrias:

a. - X.

b.aX + b, coma # 0.

€. X4 (X), supondo 1 < a < b.

d. Comente as diferengas nas solugdes se X é discreta ou continua.

2. Seja X uma varidvel aleatéria com funcdo de distribui¢do F'. Considere uma
fungdo h: X — R, bijetora. Expresse, em funcio de F, a fun¢do de
distribuigdo de h(X), nos seguintes casos:

a. A fungdo h ¢ mondétona nio decrescente.
b. A fungdo h é monétona nio crescente.

3. A varidvel X tem fungdo de distribuigdo F. Para Y = X2, obtenha Fy (y).
4. Sejam X e Y ~ N(0, 1), independentes. Obtenha a densidade de 2X + Y.

5. Suponha que X e Y sdo varidveis independentes e com densidade Exponencial

de pardmetros A; e Ay, respectivamente. Mostre que, para k> 0,
P(X — kY > 0) = /\2/(1{3)\1 + /\2)

6. Sejam X e Y ~ Exp(1), independentes. Obtenha a densidade de X — V.

7. A densidade conjunta de (X,Y) é f(z,y) = 2(z +v) T(o<oay<1}(z,Y).
a. Determine a densidade de X + Y.
b. Calcule P(X +Y > 1).
¢.Obtenha P(X +Y > 1|3 < X < &),

8. A densidade conjunta de (X, Y) é dada por:

2
L5y _ .
flay) =4 =6 7% —o<z<o0y=0;
0, €aso contrario.

a. Verifique se X e Y sdo independentes.
b. Determine a densidade conjuntade Y e X + Y.

9. Sendo X e Y varidveis independentes com distribuicio Exp(\), obtenha a
conjunta entre X + Y e X /Y e demonstre que sdo independentes.
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10. Sendo X ~ N(0, 1), verifique que X? tem distribui¢do Qui-quadrado com 1
grau de liberdade usando:
a. O método direto.
b. O método do Jacobiano.

3. 4 Exercicios

1. Sendo X e Y varidveis aleatérias em (Q,F,P), mostre que min(X,Y) ¢
max(X,Y) também sdo varidveis aleatorias.

2. Para X e Y varidveis aleatdrias em (Q,F,P), verifique que os conjuntos
[X <Y],[X =Y]e[X > Y] pertencem a o-dlgebra F.

3. Mostre que A, As,---, A, sdo eventos independentes se e SO se
I4,,1a,, -+, 14, forem varidveis aleatdrias independentes.

4. Para as varidveis discretas, as expressdes de soma ¢ diferenga de duas varidveis
sdo similares ao caso continuo. Verifique as expressdes abaixo:

prare) = P =Y =2 =a) = 3 oy (ovs 2

px-v(2 ZP =z,Y=x—2) pryxa:—z

Se X eY forem 1ndependentes essas expressoes se transformam em

px+y (2 pr x) py(z — @);
px-v( ZPX (z) pr(z — 2).

5. Seja X uma varigvel aleatéria com fungio de distribui¢do Fx. Seja Y = h(X)
com funcéo de distribuicdo Fy. Mostre que:
a. Fx y(z,y) = min{Fx(z), Fy(y)}, se h € monétona crescente.
b. Fxy(z,y) = max{Fx(z) + Fy(y) — 1,0}, se h ¢ mondtona decrescente.

6. Mostre ou dé um contra-exemplo:
a.S¢ Fx(z) = Fy(2),Vz € Rentio P(X =Y) = 1.
b.SeY = X + lentdo Fx(z) = Fy(z +1),Yz € R.

7. Mostre que, para varidveis continuas X e Y temos

Fx(z)+ Fy(y) — 1 < Fxy(z,y) < VF(z)F(y);Vz,y € R.
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8. Seja F(.) a fungdo de distribui¢do de alguma varidvel aleatéria. Para as fungoes

9.

10.

11.

12,

13.

14.

15.

16.

G, definidas abaixo, avalie quais podem ser funcdo de distribuicdo conjunta:
a.G(x,y) = F(z) + F(y); z,y € R.

b.G(z,y) = F(z)F(y); =,y € R.

¢.G(z,y) = F(z)/F(y); z,y € R.

d. G(z,y) = max(F(z), F(y)); =,y € R.

e. G(z,y) = min(F(z), F(y)); =,y € R.

Considere X ~ Poisson(2). Defina Y pelo truncamento de X que impede
valores superiores a 2. Assim, ¥ tem o valor 2 sempre que X > 2. Obtenha a
fun¢do de distribui¢do de Y.

Sendo F'(z,y) a distribui¢do conjunta de X e Y, defina Z= max(X.V) ¢
W = min(X,Y). Mostre que:

a. F7(z) = F(z2,2),Vz € R.

b. Fyy-(w) = Fx(w) + Fy(w) — F(w,w), Vw € R.

Seja X ~ B(n =5,p=1/2) edefinaY = %(max(X,4) + min(X, 2)).
a. Obtenha p(y) e Fy.
b. Calcule P(Y < 2)e P(Y > 2]Y < 4).

Para X ~ Poisson(2), defina Y = max(min(X, 4), max(X, 2)).
a. Obtenha p(y) e Fy.
b. Calcule P(Y > 1)e P(Y > 1]Y < 3).

Suponha que X e Y sdo varidveis aleatérias, independentes e identicamente
distribuidas, com valores —1 ¢ 1 com mesma probabilidade. Verifique se X e
Z = XY sdo independentes.

Uma urna contém bolas numeradas de 1 a 3. Duas retiradas sdo feitas sem
reposi¢do. Defina as varidveis X e Y como, respectivamente, 0 menor e o
maior valor observado. Obtenha a conjunta dessas varidveis e verifique se sio
independentes.

Sejam X e Y duas varidveis independentes com distribuicio Geométrica de
parmetro p. Determine P(X =Y).

Para X e Y independentes com distribui¢do Binomial de pardmetros (n1,p) e
(n2, p), respectivamente, verifique que:
a. A soma X + Y também segue 0 modelo Binomial.
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17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

b. A distribui¢do condicional de X, dada a soma X + Y, é Hipergeométrica
com pardmetros que ndo dependem de p.

Obtenha a conjunta de X e Y e a marginal de Y, sendo dados:

x\ 1\*
pX('E) :I/3/$:1,2, pY\X(ylm) = (y)(§) ,yEN:ySi’ex: 172

Mostre que, sendo X e Y varidveis independentes com distribui¢do Poisson
de pardmetros \; e Ao, respectivamente, temos que:

a. A soma X + Y € Poisson.

b. A distribui¢io condicional de X, dada a soma X + Y, € Binomial.

Defina Y como a restrigio de uma varidvel Exponencial (2), em valores
superiores a uma dada constante a (a > 0).

a. Determine a densidade de Y.

b. Calcule P(Y > a+1|Y < a+2).

Considere X ~ U,(0, 1). Para que funcdo g, estritamente decrescente, temos
g(X) com distribui¢do Exponencial de pardmetro 1?

Seja X ~ N(0,1) e defina Y = e*. A varidvel Y segue o modelo Lognormal
de pardmetros 0 e 1. Obtenha a densidade de Y.

Indique para quais valores de «, a fungdo abaixo € densidade.
fay) = (1= a1 = 20)(1 - 20) ) Lo (@) Lo (¥).

A densidade conjunta de X e Y € dada por:

fxy(z,y) = i[l + zy(a® = )] Iy (@) -1y (y).

a. Verifique que f satisfaz as propriedades de fungdo densidade conjunta.
b. Calcule P(X > 0]Y > 0).

As varidveis X e Y tém a seguinte densidade conjunta:
Fxy(@y) = e Y(1—e Moy, (@) o) () + e (1 = e )02 (¥) 0 ) (2).

a. Mostre que f satisfaz as propriedades de funco densidade conjunta.
b. Determine P(X > 1,Y < 2).

¢. Obtenha as marginais.

d. As varidveis sdo independentes? Justifique.
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25. A fungio densidade conjunta de X e Y é dada por:
fxy(x.y) = 2L (2)01)(y).

a. Verifique que f satisfaz as propriedades de funcdo densidade conjunta.
b. Obtenha as marginais.

26. A fungido densidade conjunta de X e Y é dada por:

Iy (,y) = e g (@) ooy (1)
Determinar a fungdo de distribuicdo de X — V.

27. A densidade conjunta de X e Y ¢é dada por:

1
fxy(z,y) = 5Ty Loy (@) Lo 4 (y).

a. Verifique que [ satisfaz as propriedades de funcdo densidade conjunta.
b. Obtenha as marginais. As varidveis sio independentes?

28. Sejam Y ~ Exp(1) e X|(Y = y) ~ Poisson(y). Mostre que

1 n+1
P(X:Tl):<§> :n:07172)'“

29. A varidvel X tem densidade Uniforme Continua em [0,1]. A varidvel Y,
condicionada a X é Binomial, isto é,

n -
pyix(ylr) = (y):c""(l —z)" 7 y=0,1,---,n.

Obtenha a marginal de Y.
Sugestdo: Use a funcdo Beta,

1
B(a,b) = / 21— 2) Vdz; a,b > 0.
0

L(a)T'(b)

Temos ainda a relagéo 3(a,b) = ety
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30.

31.

32.

33.

34.

35.

As varidveis X e Y sdo independentes e tém distribui¢do Uniforme Continua
em [0, 1]. Obtenha as densidades de:

aX+Y.

b. X -Y.

c|X-Y]|

d. X/Y.

e. X/(X+Y).

A funcio densidade conjuntade X eY ¢é
fxy(z,y) = 8y I{0<w<y<1}($, Y)-

a. Obtenha as marginais.
b. Determine P(X > 1/2|Y < 3/4).

A densidade conjunta das varidveis X e Y € dada por

fX,Y(l”ay) = é(fi - y) I(O,Z)(w) I(z,4)(y)~

a. Obtenha as marginais.
b. Determine as densidades condicionais de X dado Y e de Y dado X.

A densidade condicional de Y dado X é dada por
fY|X(yI$) = I(zx+1)(y)

Calcule a marginal de Y e a densidade condicional de X dado Y, se temos
fx(@) = Ipy(z).

Seja X ~ U,[0,2] e defina Y = min(X, 1).

a. Classifique Y e obtenha sua fun¢do de distribuigao.

b. Represente Fy através de fungdes de distribui¢do discreta € absolutamente
continua.

Para X ~ Exp(2), defina Y = max(X, 2).

a. Obtenha Fy.

b. Apresente Fy como combinagdo linear de fung¢des de distribuicio discreta,
singular e absolutamente continua.
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36. Seja X ~ Exp(\) e defina Y da seguinte forma:

1, seX <1,
Y=¢X, sel<X<2
2, seX >2.

a. Classifique Y e obtenha sua fungdo de distribuigao.
b. Decomponha a fung@o de distribuigo nas suas partes discreta e continua.

37. Sendo X uma varidvel aleatéria continua com densidade:
1 .
3T, 0<z« 2,
flz) = %, 2<x <6
0, caso contrario.

a. Determine a fungéo de distribui¢do de Y = min(3, X).
b. Calcule P(Y < 3|Y > 2)e P(Y < 3|Y > 2).
¢. Faca a decomposi¢do de Fy nas suas partes discreta, continua e singular.

38. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade:

iTse 0<z<2;
flz) = %se 2<x<6;
0 se caso contririo.

Defina uma nova varidvel Y = max{min(3, X), 2 }. Obtenha F*(y) e F¢(y).

39.Sejam XY e Z varidveis aleatérias independentes com X e Y. tendo
distribuigdo Uniforme em [0,2] e Z assumindo os valores } ¢ 2 com
probablhdade 57 e 3. respectivamente. Seja W = max (X,Y, Z, 1

a. Obtenha a fungao de distribuigdo de W'.
b. Calcule P(1 < W < HW > 3).

¢. Determine as partes discreta, absolutamente continua e singular da fung¢ao
de distribui¢do de .

40. A densidade conjuntade X,Y e Z € dada por

)-

flz,y,2) = ry+xz+yz)+4(r+y+2)+7), parax,y, z € [0,1].

7o 4

a. O que pode ser dito da independéncia de X,Y ¢ Z?
b. Calcule P(X < 1,V > 1),
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41.

As varidveis aleatérias X; e X, sdo independentes e tém densidade comum

Exp(N).

a. Obtenha a fun¢do densidade conjunta das varidveis Y7 = min( Xy, X») e
Yy = max( Xy, X).

b. Determine a densidade de Y, — Y| Y;.

42.Sejam X e Y independentes com distribui¢do U.(0,1). Defina W = X — Y ¢

Z=X+Y.

a. Obtenha a densidade conjuntade W ¢ Z.
b. Determine P(Z > 3W).

43. As varidveis aleatérias continuas X e¢ Y sdo independentes, identicamente

distribuidas e tém densidade Exp(l). Através do método do Jacobiano,
obtenha a conjunta e as marginais de U =2X+Y ¢ V=2X-Y ¢
verifique se sdo independentes.

44, Considere as varidveis X e Y independentes e identicamente distribuidas com

densidade Normal Padrdo. DefinaU = X +Y eV = X/Y.

a. Obtenha a densidade conjuntade U e V.
b. Mostre que V' tem densidade Cauchy Padrao.

45. Se X; e X, tem funcéo densidade conjunta:

46.

1
fX17X2 ('Thx?) - _<x§ - m%)IA(m17m2)
2

com A= {(x1,22) € R%z; € (0,2),|22| < 21,|22] <2 — 2}, Obtenha a
fun¢do densidade conjunta de W1 = (X1 + Xo) e Wa = %(Xl — Xo).

As variaveis aleatérias X, Xo e X3 sdo independentes e identicamente
distribuidas com densidade Normal Padrdo. Considere as seguintes novas
variveis: Wi = X1, Wo = (X1 + X»)/2e W3 = (X + Xo + X3)/3.

a. Determine a densidade de W3, pelo método direto.

b. Obtenha a densidade conjunta de Wy, W5 e Wi,

¢. Obtenha a densidade marginal conjunta de W, ¢ W,

d. Confirme a resposta de (a), calculando a densidade de W a partir da
conjunta obtida em (b).
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47.Para algum « > 0, as varidveis aleatérias continuas X e Y tém a seguinte
densidade conjunta:

(e+y)

¢ I{0<w<y<oc} (-T: y)

-9
fxy(z,y) =2a"e
Usando o método do Jacobiano, obtenha a conjunta e as marginais de

U = X/Y eY. Elas sdo independentes?

48. Sejam X1, X, e X3, varidveis independentes e identicamente distribuidas com
densidade Exponencial de pardmetro 1. Defina W, = X,/(X) + X;),
WQ = (Xl +X2)/(X1 +X2 +X3) CW3 = X1 +X2 +X3.

a. Obtenha a densidade conjunta de Wi, W, ¢ W3 e verifique se sao
independentes.

b. Mostre que W; € U.(0, 1).
¢. Verifique que W3 segue o modelo Gama com parmetros (o = 3, 3 = 1).

49. Considere as varidves aleatérias X e Y ~ U.(—1,1), independentes. Defina
as varidveis W = X —-YeZ=X+Y.

a. Obtenha a densidade conjuntade W e Z.
b. Determine a densidade de Z|W.

50. Sendo X e Y varidveis independentes com distribui¢do Uniforme continua em
(1,3), obtenha a densidade de XY via método do Jacobiano.

51.Sejam X e Y varidveis aleatérias continuas com fungéo densidade conjunta

flz.y) = ﬁqm]m Loy ():

Obtenha a densidade de X + Y via o método do Jacobiano.

52. Sendo X e Y varidveis independentes com distribui¢ao Uniforme Continua
em (a, 3), obtenha a densidade de X + Y, usando os procedimentos abaixo:

a. Através do método direto, obtendo primeiro a fungao de distribuigao.
b. Via a expressdo da convolugdo de densidades.
¢. Via método do Jacobiano.

53. Sejam X; ~ Gama(a,\) e Xo ~ Gama((3, ) duas varidveis independentes.
Defina novas varidveis W = X, /(X; + Xy) e T = X; + X,. Mostre que:

a. W tem densidade Beta de parametros (o, 3).
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54.

55.

56. Sendo X ~ y2?(m)eY ~ x?%(n) independentes, seja W =

57.

b. T tem densidade Gama de pardmetros (o + 3, A).
c¢. W e T sdo independentes.

Sendo X ~ N(0,1) e Y ~ x%(r) (modelo Qui-quadrado com r graus de
liberdade), defina a varidvel T = X/\/Y /r . Verifique que T segue o
modelo t-Student com r graus de liberdade, cuja densidade é dada por:

Lla(r+ 1] (1 + ﬁ)%(r+l)f<x,oo>(t)-

fT(t): W F(%)

Considere X;, X, e X3 varidveis continuas, independentes e com mesma
densidade f que tem valores positivos apenas em (a,b), a,b € R. Sejam
Y1,Y5 e Y as correspondentes Estatisticas de Ordem, isto €, temos Y; como
min(X;, X5, X3), Y2 como a segunda menor apds Y7, ¢ assim por diante.

r

a. Via método do Jacobiano, mostre que a conjunta de Y7, Y, e Y3 € dada por:
vy vi (Wi, yes y3) = 6 f(y1) f(v2) £ (Y3) Ta<y<ypys<b) (U1, Y2, Y3)-

b. Qual seria a expressdo do item (a) para n variaveis?

(X/m)

(Y/n) "

a. Verifique que W segue o modelo F-Snedecor com (m.n) graus de
liberdade, cuja densidade é dada por:

min 2 (m-2)/2
fiv(w) = %(m) / (1 +w%:r)<m+n)/2 Tg.00) (w).
b. Qual seria a distribuigéo de 1/W?
¢. Mostre que V' = 1+—” tem distribui¢do Beta.
Considere X, X,, ---, X, varidveis independentes com densidade Exp(A;),
1=1,2--.n

a. Verifique que Y7 = min( X, X,. -+, X,,) é EXP(ZAI’).
=1

b. Mostre que P[X, = min(X1, Xo, ---, X,)] = AA./(gA,-)

c. Calcule a funcdo de distribuicdo de Y, = max(X;, Xo. ---. X,,).
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58. Sejam Y7, Yy, -+, Y, as estatisticas de ordem de uma sequéncia de n varidveis

independentes da U.(0,1). Obtenha a conjunta de V, =Y, e V; =Y, /Y,
parat = 1,2,-...n — 1. Elas sdo independentes?

59. Seja X ~ Exp(1), obtenha a densidade de Y = cos X.
Sugestdo: Particione o dominio em subconjuntos D; = ((i — )7, ] para
t > 1. Ao obter as inversas, separe os casos de par e impar para 1.

60. Sejam X; e X, independentes com distribui¢cao N(0, 02). Defina as seguintes
varidveis aleatérias U = X? + X2eV= X1/Xs.

a. Sem fazer "muita” conta indique os modelos de U e V.
b. Via método do Jacobiano, obtenha a densidade conjuntade U e V.
¢. As varidveis U e V s3o independentes?

61. (Problema da agulha de Buffon) Considere uma mesa plana com linhas

horizontais separadas pela distancia 2a. Uma agulha de tamanho 2c (¢ < a) ¢
aleatoriamente jogada nessa mesa. Qual é a probabilidade da agulha tocar
uma das linhas?
Sugestdo: Defina X como a distdncia do centro da agulha até a linha mais
proxima e 0 como o dngulo entre a agulha e a perpendicular do centro da
agulha até a linha mais préxima. Faca uma interpretacdo da aleatoriedade
do lan¢amento da agulha em termos de X e 0.
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b zeR |z<0Oouz>1 0<z5% <z<l1
f(=z) 0 T 3x?2
29. a. Note que —1 < (I_T“) <1ef>0e,portanto, f(z) > 0, Vz € R. Também com um pouco de
trabatho algébrico verificamos que [* f(z)dz = 1.
b. Sendo F a fungio de distribuigio de X, temos:

(I

zeR |z<a-p a—-f <z<a+p z>a+p
3

o | o () i) |

c.s=a.

31.a.

zeR <0 |0<z<1}| 1<z<?2 z>2
F(z) 0 x— 12 1-z+ 12 1
b.5/8. c. 1/9.
33.a. f(z) = 2a(c® — %) /(a® + %)% b. 0.
35. a. X é do tipo mista. O grifico é omitido.
b.P(X > -1)=5/8e P(X <4|X >0)=1—e* ~0,0817.
¢. F(z) = 3F!(z) + $F*(z) com
ZER | r<-2|-2<2<0] 2>0 |e[ ze€R [z<—-2 ] -2 <0| >0
Fi(z) 0 ! 1 Foe(g) 0 o 1-1le-
37. a. No. Acertos € B(n = 3, p=af + (1 — a)(1 — ). b. 8 = 1. c. Ele tem razio.
3.2 P(X<3|X>0)=4/5e P(X<3IX>1) =1
b. F(z) = $F(z) + 2F*(z) com
r€eR r<0 [0<z<1l| z>1

s [IA
o &

Fi(z) 0 3 1
el zeR r< -2 |-2<z<0 0<z<l1 1<z<3 z>3
Foc(g) 0 =2 §@+z+2) [ (-2 +82+1) 1

41. Estude o quociente da aplicagdo da fungdo de probabilidade nos pontos = ¢ z — 1. Se (n + p
nao for inteiro, o maximo ocorre em [r + 1)p| (maior inteiro contido). Se (n + 1)p for inteiro
temos duas respostas: (n + 1)pe (n + 1)p — 1.

43. Do gréfico, z = p € o ponto de maximo. De modo analitico, resolva f’ = 0 e estude o sinal de I

Capitulo 3
Secdo 3.2

1. Aplique a propriedade (FC4).

2.Caleule P(-1< X <1, -1<Y < 1) e verifique que ocorre um absurdo.

3. a. fx(z) = _%I[ﬁm}(x) e fr(y) = Ip1(y). Sao independentes pois fx fy = fixn)-
b. Pela independéncia € a prépria fy. ¢. Pela independéncia, Fixyy = FxFy. Logo

T,yeER|z<-1louy<0|-1<z<1,0<y<1 z>1ly>1

F(z,y) 0 (“—21—)" 1

4.a. fx(z) = 2J@I[_U](at) e fr(y) = 1" I;_1,3)(y)- Ndo independentes: fx fy # fixxy-

ki
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b. f}q(y:% (x) = ?I[_%%(x).
5. a. fx(z) = His0)(2) + 3Ioy(x) € fr(y) = H—20)(¥) + 3 o1(x). Note que X ¢ Y sdo
identicamente distribuidos, mas ndo sao independentes pois fx fy # fix.y)-

b. Para calcular a fungio de distribuic@o € preciso considerar varios intervalos de € y.
z,yER|z< 20uy<—20u(2<z<0,y<0)|-2<r<0,0<y<l1

F(z,y) 0 ~ o
T, yeER | 2<z<0,y>1|0<xr<1,-2<y<0 [|0<2<1,0<y<1|(0<2<],y>1
Fen | B2 a1 e
r,yeER|[z>1,2<y<0|z>21,0<y<l|z>lLy>1
F(z,y) (y;r?) (yzl) 1
¢. Cuidado com o valor de z. F(y|x) é zero para £ < —2 ou x > 1. Para outros valores de z:
0, sey<0; 0, sey < —~2
F(ylz) =4y, se0<y<l; Flylz) = B2, se-2<y<;
z€[-2,0] 1, sey>1 z € 10,1 1, scy > 0.

6. a. X ~ Poisson(\p). b. Para y >, inteiro, P(Y =y|X =z)=P(W =y—g), sendo
W ~Poisson(A(1 — p)).

7.8 f(2,9) = $lo4)(@) Lox ). b. fr () = 500 1)

8.a.| zeR <0 [0<z<?2]| 2>2 yeR y<0 [0<y<2| y>2

Fx(z) 0 B 1 Fy(y) 0 5 1

— 3 3
b. f(z,y) = %zyI[O,y)(‘T) 1[0,2)(.1!)- ¢ fx(z) = 4141 1{0,2)(9”) e fy(y) = %I[o,z)_(y)-
9. a. Com y fixado, f(.|y) é a expressdo de uma Poisson(y). b. f(z,y) = 3‘%!—2"?@ > 0 (inteiro) €
y>0.¢c fx(z)= 2,%, z > 0, inteiro.

0, sex<Oouy<0;
10.a. Temos F(z,y) =< y, sex>0,0<y<1;
1, sex>0,y>1.
b. X é a constante 0, logo sua fungdo de distribui¢Zo tem um salto no zero. ¢. Y ~ U.(0, 1) logo €
continua. d. Ndo, F(z,y) induz probabilidade zero em todos os pontos de K> mas tem

discontinuidades.

Seciio 3.3

La Fx(z)=1—F(-z7).b. Foxpp(z) = F(£2). c. Seja Y = XI5 (X) temos:
yeR y<0 0<y<a aly<b y=>b
Fy(y) 0 1-F(b )—F(a) |1+ F(y) — F(b~) — 2F(a) 1

d. A questiio relevante ¢ avaliar F'(z~) e F(z). Se X é continua entdo clas sio iguais para todo
z € R. No caso discreto, poderia haver diferenca se = fosse um valor assumido pela varidvel.
2.a. P(h(X) < y) = F(h7}(y)). b. P(A(X) < y) =1 = F({h7'(y)]).

3. Fy(y) = P(X2 <) = P(— < X < /) = F(\/3) - F((-/0))-
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4. Pela independéncia: P(2X +Y < z) = [* f__z fx(z)fy(y) dz dy. Um caminho é resolver a
integral e depois derivar. Outro, mais simples é reescrever a integral na forma: L h(u)du. A
2

densidade serd 7127 %?

S. Note que X e kY também sio independentes e a densidade de kY ¢ ’—}czejgy,y > 0. Use a
expressdo da densidade da diferenca de varidveis para obter ﬁi\%e‘*‘"’, w > 0. Para completar a
demonstragdo, calcule P(X — kY > 0) = [ fx_iy(w) duw.

6. fx—y(w) = §e " Ijg o) (W) + 3T o0 (w).

7.4 fxiv(z) = 221i01)(2) + 2(2 — 2)Ij1.9(2). b. 2/3. ¢. 1/8.

8. a. Sdo independentes. X ~ N(0,27) e Y ~ Exp(1). b. Calcule primeiro Fx yiy—y(wly) e, entdo
obtenha fx.yy—,(w]y). Logo,

1

g _lw—y?
frxwr (U, w) = fravy—y (WY fr(v) = e Ve & I o) (W) (0 00 (4)-
9. Sejam Z=X+Y e W = X/Y. Via Jacobiano vem f;w(z,w)= A(;z—:l_;gfl(gm)(z)f(o,w)(w).

Obtenha as marginais: fz(z) = Az e I ) (2) e fw(w) = ﬁ?-’(o,m)(w)-

10. a. Lembrar que X ¢é continua. Fy(y) = Fx ( \/37) — FX( — \/3}) Derive aplicando a regra da

cadeia e obtenha a densidade da Qui-quadrado com 1 gl: fy(y) = Vlg;ﬁe“%y. b. Faga a partigao
de dominio em z < 0 e = > 0. Proceda como no Exemplo 3.30.

Segiio 3.4

1. Precisamos mostrar que [min(X,Y) <t] e [max(X,Y) < #| pertencem a F, V¢ € R, Para o
minimo trabalhe com [min(X,Y)> ¢ =[X>#N[Y >¢. Para miximo use que
[max(X,Y) <t] = [X <|N[Y < 4.

3. Note que A; = {w; I4,(w) = 1}. Verifique o resultado para a intersecgdo dos Ay, ¢ correspondente
interseccdo dos [I4;5 = 1]. Os outros casos seguem similarmente.

5. a Fxy(z,y) = PIX <a,h(X) <y)] = P(X < z,X <h7'(y)) = min{Fx(z), Fx(h~*(4)}
= min{Fx(z), Fyx)(y)}. b Fxy(z,y) = PIX < z,h(X) <y)] = P(X < 2,X > h ().
Temos dois casos a considerar. Se z < h~!(y) entio a probabilidade é zero. Se z > h™1(y) entio a
probabilidade € igual a Fx(z) - Fx{[(h"}(y)]"} = Fx(z) — (1 - Fyx)(y)). Dai segue o
resultado.

7. Note que P(X <z)=P(X <z,Y <y)+P(X <Y >y). Desenvolvendo obienha que
Fxy(z,y) > Fx(z) + Fy(y) —1. Por outro lado, Fyy(z,y) < Fx(z) e também
Fxy(z,y) < Fy(y). Dai Fxy(z,y) < /Fx(z)Fy(y).

9. yeR y<0 |0<y<l [1<y<2] y>2 |

Fy(y) 0 e? 3e? 1
1.a.] ¥ 2 5/2 3 72
2y /32 | 5/32 | 25/32 | 1/32
b.| yeR y<2 |2<y<5/2 |5/2<y<3|3<y<72]y=>7/2]
@) 0 1/32 3/16 31/32 i

13. X e XY t2m a mesma distribui¢do: —1 e 1 com probabilidade 1/2. A conjunta (X, XY) tem
probabilidade 1/4 em cada um dos pares possiveis. Entdo X e XY sdo independentes.
15.p/2 — p.
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17. pxy(z,y) = (;) )2, z=12ey<z,yecN.py(y = é[[(;) + (;)},y =0,1,2.

19. a. f(y) = 2e72"D 15 ) (y). b. 0,1192.

21, f(y) = S Lme o [ ) 3).

23. a. Omitida. b. 1/2.

25. a. Omitida. b. fx(z) = 2(1 — z) Ljp.1)(x), fr(y) = 2y I(Oyl)(y).

27. a. Omitida. b. Ndo sdo independentes: fx(z) = %3 Iog(x), fr(y) = (y— %)I(O,g) (v).

29.pyv(y) =1/(n+1),n=0,1,---.

31 a. fx(z) = 4x(1 — %)L p1)(x), fr(y) = 4* Lo, (). b. 25/81.

33. Marginal de Y: fy(y) = y I1o,1)(%) + (2 — y)I(12(y)- Condicional de X dado Y
Frr(@ly) = 5 Tog (@) Ton®) + g le-1y (@) a2 (3)-

35.aF(y)=(1-e%) I3 00)-
boag=1-—e* ae =e*ea, =0.Temos Fy(y) = agF4(y) + aacF*(y) com

y€R y<2 y>2 | e| yeR y <2 y>2

Fi(y) 0 1 Foo(y) 0 1_e %
37.a.| yeR y<0 0§y<2 2<y<3 y>3
FY(y) 0 L 2+8(y 2) 1

b.P(Y <3lY >2) = 1/4eP(Y< 3V >2)=1.
c.og = 3/8, age = 5/8 e a5 = 0. Temos Fy (y) = agF4(y) + a, F*(y) com

y€eR y<3 y>3 |el yeR y<0 [0<y<?2 2<y<3 y>3
d
Fy) | 0 ! Fe@) | 0 £ |i+iw-»| 1
3.2 weR | w<l [1<w<3/2 |3/2<w<2] w22
Fy(y) | 0 ¥ ¥ 1

b.P1<W < {W > ) =37/52.
c.og =11/24, ag. = 13/24 e a; = 0. Temos Fy (y) = aaF4(y) + 0 F*(y) com

weR | w<l [1<w<d| w>3 |e

Fi(w) 0 z 1

weR | w<l [1<w<} f<w<2 w>2
Fe) |0 | TED O TEigw -] 1

d4La. fr,y, (11, 92) = 2\ 2 XOH0) L ) (51) L(0,00) (92)- B frzvi (W) = AT L(g,00) (w).

43. Conjunta: fyy(u,v) = ie‘@iﬂl(,u,,,)(v)I(om) (u). As marginais sdo as seguinics:
fow)=e il —e Hlguu) e  fr(v) =36 xg(v)+ %9‘5"[{0@)(@). Nio  sdo
independentes.

45. fu w, (w1, wa) = dwywalig gy (wi) g yy(w2).

47. Conjunta' foy(w,y) = le '(TQI(OI)( u)l(o0)(y). Marginais: fy(u) = ﬁf(oyl) (u) e
fr(y) = Ze —a(l—e n)I(o ) (). Ndo sdo independentes.

49.a. fiw z(w,2) = Ha(w,2), A={(w,2); -1 < %= < 1,-1< 32 < 1}
b. fw(w) = B2, 20)( w) + 2105 (w);
faw (2lw) = g l2-w2ruw (2) + sy L24w2-w) (2)-
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51. Sejam U = X +Y e V = X. Da conjunta fyy(u,v) = 2_]11‘]‘-[{—1,1](v)I[v.vHvI)(u)v vem a marginal

YyER |u<-louu>2][-1<u<0 |[0<u<l 1<u<2

fu(u) 0 ~1in( —u) in2 —1[In(u)—In(2)]

53. Via Jacobiano, obtemos a conjunta abaixo e daf segue a verificagdo dos itens (a), (b) ¢ (c).
;1) = [z (1= w)P oy ()] [t e M H (8]

55. a. Use o método do Jacobiano com separagio de domfnio. Como as varidveis sdo continuas,
independentes ¢ identicamente distribuidas, vem fx, x, x,(21, 2, z3) = f(21)f(x2) f(z3), com
a <z <b,i=1,2,3 e todos os z;; diferentes. Entretanto, a transformacao com as estatisticas de
ordem néo € bijetora. Por exemplo, com valores hipotéticos, se (Y7,Ys, Y3) = (0,1, 2), a amostra
poderia ter sido (X1, X3, X3) = (0,2,1) ou, ainda, (X;, X3, X3) = (2,0,1) ou ---. Portanto, para
obter bijecdo, precisamos particionar o dominio em conjuntos S; jx definidos por:

Sijk = {(x1,29,23);a < 7; < z; < 1, < b, todos diferentes}.

Por exemplo, para Sy3; temos a transformacio: y; = -, Yo = I3,Ys = x;. Existem 3! = 6 desses
conjuntos, cujos correspondentes Jacobianos sio iguais a 1 ou —1. Daf o resultado segue, fazendo a
soma das aplicagGes da transformagio em cada subconjunto da partigdo.

n
b. n! I—Ilf(yl) I(a<y1<---<y,,<b) (yla ARR} yn)
i=

n -— S A’ n
57.a. P(Y1 > t) = P(X1 > t, Xy > ¢, X, > ) = [[P(X: > t) = e & =Y ~ Exp(Q_X).
=1 i=1
b. [Xi =min(Xy, -, X,)] = [Xx < _n;éjx}c(Xl,---,Xn)]. Note que essas duas varidveis sio
2

independentes. Use a expressio da diferenca para achar a densidade dc
X — .n;éink(Xl, -++, Xy,). Integre na regido (—oo, 0) para obter a probabilidade de interesse. ¢
] .

PY,<t)= ﬁ(l-e"‘“).
i=1

—&ICoos —(2r—arccos y)
59. fy(y) = ¢ (l_eﬁf)( 5 —l<y<l.
61. 2¢/ma.

Capitulo 4
Seciio 4.2
1. X ~ Hgeo(m, n,r). Vamos usar as seguintes igualdades combinatérias:
m m—1 n n—1
k(k>_m(k—1) ¢ ’"(r)‘”(r—1)'
Note que (z) =0se k <0 ou k > z. Para facilitar a demonstragio, consideramos o valor d¢

entre 0 e 7, desprezando os termos que serdio zerados. Enfatizamos que os valores de k estio
efetivamente entre max(0, » — (n — m)) e min(r, m).




