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Variaveis Aleatorias

o Ao descrever um espaco amostral de um expe-
rimento, nao necessariamente o resultado é um
namero.

« Contudo em muitas situacoes experimentais, es-
tamos interessados na mensuracao em forma de
namero.

« Uma maneira de solucionar esse problema é atri-
buir um nimero real z a todo elemento de S.
Isto é, x = X(s) em que X é uma fungao do
espaco amostral em S.



Variaveis Aleatorias

Definicao: Sejam F um experimento e S o espaco
associado ao experimento. Uma funcao X, que as-
socie a cada elemento s € S um nimero real X (s)
¢ denominada variavel aleatoria (v.a).




Variaveis Aleatorias

Observagao: Como X ¢ uma fun¢ao, devemos lem-
brar que:

o Cada elemento s de S correspondera a exata-
mente um valor;

@ Diferentes valores s € S, podem levar a um
mesmo valor de X;

® Nenhum elemento s € S podera ficar sem valor
de X.



Exemplo

X: ndmero de caras em 2 lances de moeda

(C——
KC —
CK ———
S I I T
0 | 2 X(s) (imagem)
X(KK)=0 PX=0)= PKK)

YKO)=X(CK)=1  PX=1)=PKCuCK)
X(CC)=2 P(X=2)= P(CC)



Exemplo

Experimento (E): Em uma linha de producao se-
lecionar trés pecas e observar se é perfeita ou defei-
tuosa.

S = {(PPP),(DDD),(PPD),(DPP),
(PDP),(PDD),(DPD),(DDP)}.

X : nimero de pecas defeituosas nas trés retiradas

R, =10,1,2,3}



Exemplo

X = 0 — corresponde ao evento (PPP)
P(X =0)=P(PPP)=1/8.

X =1 — corresponde a (PPD), (DPP) e (PDP)
P(X = 1) = P[(PPD) U (DPP) U (PDP)] = 3/8.

X = 2 — corresponde a (PDD), (DPD) e (DDP)
P(X =2) = P[(PDD)U(DPD)U(DDP)] = 3/8.

X = 3 — corresponde a (DDD)
P(X = 3) = P(DDD) = 1/8.



Variavel Aleatoria

Uma variavel aleatoria pode ser de
dois tipos.

o Discreta.

o Continua.



Variavel Aleatoria Discreta

Definicao: Denomina-se X uma variavel aleatoria
discreta se o ntimero de valores possiveis de X for
um conjunto de pontos finito ou infinito enumeravel.

Exemplos:
o Numero de acoes vendidas de uma empresa.
o Numero de erros de trasmissao em um processo.

o Nimero de aparelhos defeituosos em uma
producao.



Funcao de Probabilidade

Definicao: Seja X uma variavel aleatoria discreta.
A cada possivel resultado z; associaremos um ni-
mero p; = P(X = x;), denominado probabilidade
da variavel aleatoria X assumir o valor x;, satisfa-
zendo as seguintes condigoes:

) 0<p(x;) <1 Vi

i) Spla) = 1.

A funcao P é denominada funcao de probabilidade.



Exemplo

Considere o experimento do lancamento de duas
moedas. Seja a variavel aleatoria o niimero de caras
obtidas. Construa a funcao de probabilidade X

Solucao: X assume os seguintes valores
X ={0,1,2}.

Temos que,



Exemplo

Denotamos a funcao de probabilidade de X por

; 0 1 2
P(X =) | 1/4 1/2 1/4




Funcao de Distribuicao

Definicao: Dada uma variavel aleatéria discreta
X, definimos F(z) a funcao de distribui¢ao acumu-

lada ou, simplesmente, func¢ao de distribuicao (f.d)
de X, dada por:

F(z) =P(X <2) = F(z) = Y P(X =)

T, <x



Exemplo

Considerando o exemplo anterior, a funcao de pro-
babilidade de X é denotada por:

P(X =) | 1/4 1/2 1/4

Por conseguinte, a fun¢ao de distribui¢ao acumulada
de X é dada por:

Fz;) =P(X < ;)| 1/4 3/4 1




Exemplo (v.a discreta)

Um par de dados é lancado. Seja X a variavel alea-
toria que associa a cada ponto (dy, ds) de S a soma
desses ntameros, isto é, X (di,dy) = dy + dy. Deter-
mine a funcao de probabilidade de X.

Solucgao:

O espaco amostral S é formado por 36 pares,

S =1{(1,1),(1,2),...,(5,6),(6,6)}.

Entao, a variavel aleatoria X = dy + dy assume os
seguintes valores

X ={2,3,4,...,12}.



Exemplo (v.a discreta)

A funcao de probabilidade de X é obtida da forma:

1 1 1
P(X =2 =1, =1 .= =
1 1 2
P(X = =P =1 =2)+ P =2, R -~
( 3) (di =1,dp =2)+ P(dy dy=1) = 36 36" 36
1
P(X =12) = P(di = 6,dy = 6) =

Logo, a funcao de probabilidade de X seré repre-
sentada por

i 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
PX—a)|L Z & & 5 6 5 1 3 2 T




Consideracoes

o A distribuicao de probabilidades permite a de-
finicao de um modelo matematico apropriado a
cada situacao.

o Os modelos para v.a’s discretas que estudaremos
serao os Modelos Binomial e Poisson.

« No caso de v.a’s continuas a funcao de probabi-
lidade da lugar a funcao densidade de probabili-
dade que depende de conceitos matematicos um
pouco mais complexos (integrais).



Variavel Aleatoria Continua

Quando uma v.a é continua, ela pode assumir qual-
quer valor em um dado intervalo.

Exemplos:
« resisténcia de um material;
« concentracao de CO2 na agua
« tempo de vida de um componente eletronico;

« tempo de resposta de um sistema computacio-
nal;



Funcao densidade de Probabilidade

Seja X uma variavel aleatoria continua. A funcao
de densidade de probabilidade (f.d.p.) f(x) é uma
funcao que satisfaz as seguintes condigoes:

o f(x) >0, VreR,

+00
) f(z)dx =1

® Sejam a e b quaisquer no intervalo,
—00 < a < b < +00 temos que

P(angb):/bf(x)d:z:



Observacoes

o P(a < X <b) representa a éarea sob a curva da
fungao densidade de probabilidade f(z).




Observacoes

« Para qualquer valor especifico de X, digamos x,
P(X = xy) =0, pois

P(X =uxzy) = /xof(x)dx =0

« Como a probabilidade de X assumir valores em
pontos isolados é nula, temos que
Pla <X <b)=Pla< X <)
=Pla< X <b)=Pla< X <b)



Funcao de Distribuicao

o A definicao de funcao de distribuicao para o
caso continuo é dada por

Flz)=P(X <z)= /_x f(x)dz



Exemplo (v.a continua)

« Suponha que X é uma variavel aleatéria conti-
nua com a seguinte fdp:

) = 2z, O<z<l
a 0 caso contario

a) Mostre que f(z) é uma fdp;

b) Calcule P(X < 1/2);

c) Caleule P(X <1/2|1/3 < X <2/3);

d) Se f(z) for uma fdp, calcule sua fungao de dis-
tribuigao acumulada.



Solucao:

a) Para que f(z) seja uma fdp basta verificar que

1
/ 2rdr = x ‘
0
1/2

1/2
b) P(X <1/2) :/ 2udr = x? .= 1/4.
0

P(1/3< X <1/2)

o) P(X <1/2[1/3< X <2/3) =

1/2
/ 2xdx
i B 5/36 B 5%

23 1312
/ 2xdx
1/3

P(1/3< X <2/3)




Solucao:



Consideracoes

» Existem diversos modelos para v.a’s continuas.

« Lidaremos com o modelo denominado Normal, o
qual é apropriado a diversas situacoes nas mais
diferentes areas.



Valor Esperado de uma Variavel Aleatoria

« Nos modelos probabilisticos, parametros podem
ser empregados para caracterizar sua distribui-
cao de probabilidade. Dada uma distribuicao de
probabilidade é possivel associar certos parame-
tros, os quais fornecem informacao valiosa sobre
tal distribuigao.

o Um dos parametros mais importantes é o valor
esperado (esperanga ou média) de uma variavel
aleatoria X, denotado por E(X) ou p.



Valor Esperado de uma v.a Discreta

« Seja X uma variavel aleatoria discreta com
possiveis valores x1, To, ..., Ty, .... Seja
plr;)) =P(X =u1;),i=1,2,...,n,.... Entao,
o valor esperado ou média da variavel aleatoria
X & definido por:

p=EX)= Z zip(i)

se a série convergir.



Valor Esperado de uma v.a Continua

o Seja X uma variavel aleatoria continua com
fdp f(z). O valor esperado de X sera definido
por

p=EX)= /+Ooa:f(x)da:.

(0.9]



Exemplo (v.a discreta)

Considere o exemplo do lancamento de duas moe-
das, onde a variavel aleatoria X = nimero de caras
obtidas no langamento de 2 moedas. Relembrando
que a funcao de probabilidade é:
X 0 1 2
p(z;) | 1/4 1/2 1/4
obtemos a E(X) por

E(X):Zi;xip(xi): (Oxi) +(1x%)+(2xi) =1

Obs: isto representa que, ao lancarmos 2 moedas
esperamos que, em média, em um dos lancamentos

apareca uma Cara.



Exemplo (v.a continua)

Considere a variavel aleatoria continua do exemplo
anterior, com a seguinte fdp:

f(x):{Qx’ O<z<l1

0, caso contario
obtemos a E(X) por

2031 2

1 1
E(X) = / x(2x)dr = / 202dr = = .=3
0 0



Propriedades da Esperanca

Seja X uma v.a e ¢ uma constante, entao:
o O valor esperado (média) de uma constante ¢ a
propria constante:
E(c) =c.
o Multiplicando-se ¢ por uma variavel aleatoria X,
sua média fica multiplicada por esta constante:
E(cX) = cE(X).

e Somando ou subtraindo ¢ de uma variavel ale-
atoria X, sua média fica somada ou subtraida
desta constante:

E(X £¢)=EX) e



Propriedades da Esperanca

o Sejam X e Y duas varidveis aleatorias, o valor
esperado da soma/subtracao de variaveis aleato-
rias equivale a soma/subtragao dos valores espe-

rados de X e Y:
E(X+Y)=EX)+E(®Y).

o Sejam X e Y duas variaveis aleatorias indepen-
dentes, temos que :

E(XY) = E(X)E(Y).



Esperanca da funcao de uma v.a.

o Toda fun¢ao de uma v.a X, também ¢é uma
variavel aleatoria. Logo, podemos falar na
esperanca de X2, 2X + 1, entre outras. Assim,

Se X ¢ discreta = E(X?) = pra:z

—|—oo
Se X & continua = E(X?) = / 2% f(z)dx.

oo



Variancia de uma v.a

Um outro parametro importante que caracteriza uma
variavel aleatéria é a variancia.

A variancia fornece a dispersao dos valores da va-
riavel em relagao ao valor esperado.

Definicao: Seja X uma variavel aleatoria (discreta
ou continua)com esperanga dada por E(X). A vari-
ancia de X é definida por
Var(X) = E(X — p)?
= E(X?) - [E(X))*



Observacoes

« Notagao: Var(X) = o?
o A variancia é sempre positiva, Var(X) > 0.

o Var(X) é expressa em unidades quadradas (o
que torna dificil a sua interpretagao).



Desvio Padrao

Desvio Padrao: E definido como a raiz quadrada
positiva da variancia, isto é,

o =DP(X) = y/Var(X)

Obs: O desvio padrao mede a dispersao absoluta
de X, sendo expressa na mesma unidade da
variavel aleatoria X.



Propriedades da Variancia

Sejam X uma v.a. e ¢ é constante, entao

o A variancia de uma constante é zero:
Var(c) = 0;

« Somando-se ou subtraindo-se uma constante a
variavel aleatoéria, sua variancia nao se altera:

Var(c £ X) = Var(X).

o Multiplicando-se ¢ por uma v.a X, sua variancia
fica multiplicada pelo quadrado da constante:

Var(cX) = ¢*Var(X).



Propriedades da Variancia

o Sejam X e Y duas variaveis aleatorias indepen-
dentes, a variancia da soma/subtragao de varia-

veis aleatorias equivale a soma das variancias de
XeY:

Var(X £Y) = Var(X) + Var(Y).



Exemplo (v.a discreta)

Considerando a variavel aleatoria discreta X com
funcao de probabilidade dada por:

T 0 1 2
p(z;) | 1/4 1/2 1/4
Calcule a Var(X).

Solugao: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

B(X) =37 zip(zi) = (0x )+ (1x)+(2x1) =1
B(X?) =Y afp(w) = (07 x §) + (1P x 3) + (22 x }) =3
Var(X) = 5—12: 3



Exemplo (v.a continua)

Seja X uma variavel aleatoria continua com a
seguinte funcao de densidade:

f(x):{Qx’ O<z<l1

0, caso contario
Calcular Var(X). Solugao: Var(X) = E(X?) — [E(X)]?

1

E(X) = [, z(22)dz = [ 20%dz = 2
0

2
3

411

E(X?) = [ 2?(22)dx = [ 20%dz = &

_1
2

0




Exemplo (v.a discreta)

Uma livraria mantém os registros das vendas diarias dos li-
vros. Com os dados construiu a seguinte distribuicao de
probabilidade da variavel aleatéria X = ntimero de livros
vendidos por semana:

T 0 1 2 3 4 )
p(z;) | 0,05 0,15 0,42 0,2 0,08 0,1

a) Calcule a probabilidade de vender mais que 2 livros por
semana.

b) Calcule a probabilidade de vender no maximo um livro.
¢) Calcule o nimero esperado de livros vendidos por semana.
d) Calcule a variancia dos livros vendidos por semana.

e) Seja Y = 3X?+ X — 2 o lucro da livraria em fungao dos
livros vendidos. Qual o lucro esperado da livraria?



Exemplo (v.a discreta)
Solucgao:

a) P(X >2)=P(X =3)+P(X =4) + P(X =5)
=0,240,0840,1=0,38

b)P(X <1)=P(X=0)+P(X=1)=0,05+0,15=0,2

¢) B(X) = (0 x 0,05) + (1 x 0,15) 4 (2 x 0,42) + (3 x 0,2)
+(4 % 0,08) + (5 x 0,1) = 2,41

d) B(X?) = (02x0,05)+ (12 x0,15) + (22 x 0, 42) + (3% x 0, 2)
+(4% x 0,08) + (5% x 0,1) = 7,41
Var(X) = B(X?) — [B(X)]* = 1,6

¢) B(Y) = E(3X2 + X — 2) = E(3X2) + E(X) + BE(-2)
=3%E(X?) +E(X)—2=3%7,41+2,41 — 2 = 22,64



Exemplo (v.a continua)

O tempo (em anos) adequado de troca de uma pega de certa
marca de computador é uma v.a. com a seguinte fungao
densidade:

z 0<z<4
— 87 i iy
(@) { 0 caso contario

a) Qual a probabilidade de um computador necessitar da
troca da peca antes de um ano de uso?

b) Cacule o tempo médio de troca de uma peca de certa
marca de computador.

c¢) Cacule a varidncia do tempo de troca de uma peca de
certa marca de computador.

d) Seja Y = (X — 2)? o prejuizo da empresa em fungao do
tempo de troca. Qual o prejuizo esperado?



Exemplo (v.a continua)

Solucgao:
, (1
a) P(X <1) = [ §dv = §g| = {5 = 0,0625
4 4 52 aj34 8
b) E(X) = [, v§dx = Ogdxzﬂ():g
2 4 92a 4 g3 :r44
¢) E(X?) = [, v°%dz = [, —dx:—20:8
2
Var(X) = E(X?) — [E(X)]* =8 — 5 =13
(X —2)] = E(X?—4X +4)
2) 4*E(X)+E(4) 1,33




